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Nhiễu hiện tượng tuán hoàn đơn giản trong thực tế đuợc mô 
tả bởi những hàm số lượng giác. Chương này cung cáp những 
kiến thức cơ bản vé các hàm số lượng giác và cách giải các 
phương trình lượng giác đơn giản. 

Khi học chương này học sinh cân chù ý tính chất tuần 
hoàn của các hàm số lượng giác và phương pháp sử dụng 
đường tròn lượng giác để tìm nghiệm của các phương trình 
lượng giác cơ bản. Ngoài ra, học sinh cần rèn luyện kĩ 
năng biến đổi lượng giác và kĩ nàng giải các dạng phương 
trình lượng giác được quy dịnh trong chương trình. 
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CẮC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 
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Các hậm số lượng giác thường được dùng để mô tả nhũng hiện tượng thay đổi 
một cách tuần hoàn hay gặp trong thực tiễn, khoa học và kĩ thuật. Trong bài 
này, ta tìm hiểu các hàm số lượng giác y = sinx, y = cos*, y = tan*, y = cot*. 


Ị. 


Các hàm số y = sin* và y = cosx 
ỈU Trẽn hình 1.1, hẳy chĩ ra càc đoạn thẳng có 

V , ỉ, • . i, . » 11 


độ dài đại số bằng sin X, bằng cos X. Tính sin 


2 ’ 


cos ~ , cos2rt. 
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a) Định nghĩạ 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi số 
thực X vói sin của góc lượng 
giác có số đo rađỉan bằng X 
được gọi là hàm số sin, kí hiệu 
là y = sin X. 



Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực X với côsin của góc lượng 
giác có số đo rađian bằng X được gọi là hàm số côsin, kí hiệu là 
y = C0SJC. 


Tập xác định của các hàm số y = sin X , y - COSX là R. Do đó các hàm số sin 
và côsin được viết là 

sin : R -> R cos : R R 

X t—► sin* * I—> cos*. 

Nhận xét 

Hàm số y = sin* là một hàm số lẻ vì sin(-*) = -sin* với mọi * thuộc R. 


H2| Tại sao có thổ khẳng định hàm sốy - cos* là một hàm số chẵn ? 


b) Tính chất tuần hoàn của các hàm số y ás sin * và y = cos * 
Ta đã biết, với mỗi số nguyên k, số k2n thoả mãn 
sin(* + k2n) = sin* với mọi *. 
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Ngược lại, có thể chứng minh rằng số T sao cho 
sin(jt + T ) = sin X với mọi X 

phải có dạng T = k2n, k là một số nguyên. 

Rõ ràng, trong các số dạng k2n ( k e Z), số dương nhỏ nhất là 2K. 

Vậy đối với hàm số y = sin X , số T -2ĩt là số dương nhỏ nhất thoả mãn 

sin (x + T ) = sin X với mọi X. 

Hàm số y = cosx cũng có tính chất tương tự. 

Ta nói hai hàm số đó là những hàm số tuần hoàn với chu kì 2n. 

Từ tính chất tuần hoàn với chu kì,27t, ta thấy khi biết giá trị các hàm số 
y = sin* và y = cosx trên một đoạn có độ dài 2n (chẳng hạn đoạn [0 ; 2 ti] hay 
đoạn Ị—TC; 7t]) thì ta tính được giá trị của chúng tại mọi X. (Cứ mỗi khi biến số 
được cộng thêm 2tí thì giá trị của các hàm số đó lại trở vể như cũ ; điều này 
giải thích từ "tuần hoàn"). 

c) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = sinx 

Do hàm số y - sim: là hàm số tuần hoàn với chu kì 2n nên ta chỉ cần khảo sát 
hàm số đó trên một đoạn có độ dài 271, chẳng hạn trến đoận [—7C; 7t]. 

• Chiều biến thiên (xem các hình 1.2, 1.3,1.4) 

Cho X = (OA, OM) tăng từ -7t đến 71, tức là cho M chạy trên đường tròn lượng 
giác theo chiều dương một vòng xuất phát từ A' và quan sát sự thay đổi của 

điểm K (K là hình chiếu của M trên trục sin, OK - sim:), ta thấy : 

- Khi X tăng từ -7t đến —^ thì điểm M chạy trên đường tròn lượng giác 
theo chiều dương từ A’ đến B' và điểm K chạy dọc trục sin từ o đến B'. Do đó 




Hình 12 


Hình Ị 3 
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- Khi * tăng từ —— đến thì điểm M chạy trên đường tròn lượng giác 

theo chiều dương từ B' đến B và điểm K chạy dọc trục sin từ B' đến B. Do đó 
OK, tức là sin*, tăng từ -1 đến 1 (h. 1.3). 

- Khi X tăng từ đến n thì điểm M chạy 

trên đường tròn lượng giác theo chiều 
dương từ B đến A' và điểm K chạy dọc trục 

sin từ B đến ớ. Do đó OK , tức là sin*, 
giảm từ 1 đến 0 (h. 1.4). 

Vậy ta có bảng biến thiên của hàm số 
y - sin* trên đoạn [-7C; n] như sau : Hình 1.4 



• Đồ thị 

— Khi vẽ đồ thị của hàm số y = sin* trên đoạn [-7C ; 7i], ta nên để ý rằng : 
Hàm số y = sin* là một hàm số lẻ, do đó đồ thị của nó nhận gốc toạ độ 
làm tâm đối xứng. Vì vậy, đầu tiên ta vẽ đồ thị của hàm số y = sin*trên 
đoạn [0; 7t]. 

Trên đoạn [0 ; Ti], đồ thị của hàm số y - sin* (h. 1.5) đi qua các điểm có toạ 
độ (*; y) trong bảng sau : 


* 

Vỉ 

n 

4 

71 

3 

K 

2 

2tt 

T 

371 

T 

5tc 

6 * 

y = sin* 

0 ị 

Vã 

Vã 

1 

Vã 

£ 

? 0 


2 

2 

2 


2 

2 

2 



(«0,71) («0,87) 


(«0,87) («0,71) 
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K K n K 2n_ 3n 5n 71 

6 4 3 2 3 4 ~6 


Hình 1.5 

Phần đồ thị của hàm số y = sin* trên đoạn [0 ; tc] cùng với hình đối xứng của 
nó qua gốc o lập thành đồ thị của hàm số y = sin* trên đoạn [-71; 7t] (h.l .6). 

- Tịnh tiến phần đồ thị vừa vẽ sang trái, sang phải những đoạn có độ dài 271, 
4 tc, 6tc,... thì được toàn bộ đồ thị hàm số y = sin*. Đồ thị đó được gọi là một 
đường hình sin (h. 1.6). 



x + 2 n 




Hình 1.6 


Nhận xét 

1) Khi * thay đổi, hàm số y = sin* nhận mọi giá trị thuộc đoạn [-1; 1]. Ta nói 
tập giá trị của hàm số y = sin* là đoạn [-1; 1]. 

2) Hàm số y = sin* đồng biến trên khoảng ^ . Từ đó, do tính chất 

tuần hoàn với chu kì 271, hàm số ỵ = sin* đồng biến trên mỗi khoảng 

+ k2n ; I + k2n\ k e z. 

H3| Hỏi khẳng định sau đây có đúng không ? Vì sao ? 

[ 71 37Ĩ ^ 

2*2 v à n 9 hịch biến trên mỗi khoảng 

f + k2n ; ^ + k2n , k € %. 

\2 2 ) 
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d) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = cos X 

Ta có thể tiến hành khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = cos 
tương tự như đã làm đối với hàm số y = sinjt trên đây. Tuy nhiên, ta nhận thấy 

( 71 \ 

cosx = sin l X + -ị với mọi X, nên bằng cách tịnh tiến đồ thị hàm số y = sin Jt 

sang trái một đoạn có độ dài -ị, ta được đồ thị hàm số y = cos* (nó cũng 
được gọi là một đường hình sỉn) (h. 1.7). 


y 

1 



-1 


Hình 1.7 

Căn cứ vào đồ thị của hàm số y = cosx, ta lập được bảng biến thiên của 
hàm số đó trên đoạn [-71; 7t] : 



H4ị Hãy kiểm nghiệm lại bảhg biến thiên trên bằng cách quan sát chuyển động 
của điểm H trên trục cồsin, trong đó H là hình chiếu của điểm M trên trục cồsin, khi 
điểm M chạy trên đường tròn lượng giác theo chiều dương một vòng xuất phát từ 
điểm A'(h. 1.8). 

Nhận xét 

1) Khi X thay đổi, hàm số y = cosx nhận 
mọi giá trị thuộc đoạn [-1 ; 1]. Ta nói tập 
giá trị của hàm sốy = cosx là đoạn [-1; 1]. 

2) Do hàm số y = cosjc là hàm số chẵn nên 
đồ thị của hàm số y = cosx nhận trục tung 
làm trục đối xứng. 

Hình 1.8 
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3) Hàm số y = cosx đồng biến trên khoảng (-71 ; 0). Từ đó do tính chất 
tuần hoàn với chu kì 2n, hàm số y = cos* đồng biến trên mồi khoảng 

(-71 + k2n ; £271), k € z. 


H5 Hỏi khẳng định sau đây có đúng không ? Vì sao ? 


Hàm số y = cos Jt nghịch biến trên khoảng (0 ; 7ĩ) và nghịch biến trên mỗi khoảng 
( k2n ; 7t + k2n), k € z. 


GHI NHỚ 


Hàm số y = sin* 

Hàmsốy = cos* 

- Có tập xác định là R ; 

- Có tập giá trị là [-1 ; 1]; 

- Là hàm số lẻ ; 

- Là hàm số tuần hoàn với chu 
kì 2n ; 

- Đồng biến trên mỗi khoảng 

í 71 . _ 7Ĩ ^ 

V 2 2 J 

và nghịch biến trên mỗi khoảng 
(71 3 tt 

■Ệ + k2n ; -Ệ- + k2n , k e z; 

- Có đồ thị là một đường hình sin. 

- Có tập xác định là R ; 

- Có tập giá trị là [-1 ; 1]; 

- Là hàm số chẵn ; 

- Là hàm số tuần hoàn với chu 
kì 2 tx ; 

1 — Đồng biến trên mỗi khoảng 
(—7t + k2n ; k2n) 
và nghịch biến trên mỗi khoảng 

(k2n ; 71 + k2n), ke z ; 

- Có đồ thị là một đường hình sin. 


2. Các hàm số y = tan X và y - cot X 
a) Định nghĩa 

• Với mỗi số thực X mà cos* * 0, tức là X * -ị + kn (k e Z), ta xác định được 

số thực tan* = S1 — Đặt Si = R\j-^ + knịk e z 
cos .X 1 z 



Quy tắc đặt tương ứng mỗi số X e với số thực tan JC = 
được gọi ỉà hàm số tang, kí hiệu là y = tan X. 


sin* 

cos* 
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Vậy hàm số y = tan* có tập xác định 
3)j; ta viết 

tan : íĐị —> R 
X >—► tan*. 

• Với mỗi số thực X mà sin* * 0, tức là 
X* kn (k e Z), ta xác định được số thực 

cot* = c ? s — . Đặtâ) 2 = M\ I knịk s z| . Hình 19 

Sin X 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi số * E 3)ọ với số thực cot* = "V - S x 

sin* 

được gọi là hàm số côtang, kí hiệu là y = cot *. 

Vậy hàm số y - cot * có tập xác định là £Đ 2 ; ta viết 
cot: S) 2 R 
X I—> cot*. 

Trên hình 1.9 ta có (OA, OM) = *, tan* - AT , cot* = BS. 

Nhận xét 

1) Hàm số y = tan* là một hàm số lẻ vì nếu * E 2)j thì -* € 2)Ị và 
tan(-*) = “tan*. 

2) Hàm số y - cot* cũng là một hàm số lẻ vì nếu * e ẩ) 2 thì -* € S) 2 và 
cot(-*) = -cot*. 

b) Tính chát tuần hoàn 

Có thể chứng minh rằng T = 71 là số dương nhỏ nhất thoả mãn 

tan(* + T ) = tan* với mọi * E 2)j, 
và T = n cũng là số dương nhỏ nhất thoả mãn 

cot(* + T) - cot* với mọi * e*3) 2 . 

Ta nói các hàm sốy = tan* và ỳ = cot* là những hàm sốtuần hoàn với chu kì 71. 
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c) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y - tan X 

Do tính chất tuần hoàn với chu kì 7C của hàm số y - tan X , ta chỉ cần khảo sát 

sự biến thiên và vẽ đồ thị của nó trên khoảng ~~ ; -—1 c: 3)j, rồi tịnh tiến 

V 2 2 J . 

phần đồ thị vừa vẽ sang trái, sang phải các đoạn có độ dài 71, 271, 371,... thì 
được toàn bộ đồ thị của hàm số ỵ = tanx. 

• Chiều biến thiên (h. 1.10) : 

Khi cho X = (OA, OM) tăng từ *“ đến y 

(không kể —và y) thì điểm M chạy trên 

đường tròn lượng giác theo chiều dương 
từ B' đến B (không kể B' và B). Khi đo 
điểm T thuộc trục tang At sao cho 

AT = tanx chạy dọc theo At suốt từ dưới 
lên trên, nên tan X tăng từ -oo đến +oo (qua 
giá trị 0 khi X = 0). Hình 1.10 

H6 Tại sao có thể khẳng định hàm số y = tanx đổng biến trên mỗi khoảng 

ị-^ + kn'ij + knj,keZ? 

• Đồ thị : Đồ thị của hàm sốy = tanx có dạng như ở hình 1.11. 




Hình 1.11 
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Nhận xét 

1) Khi X thay đổi, hàm số y = tan* nhận mọi giá trị thực. Ta nói tập giá trị 
của hàm số y = tan X là R. 

2) Vì hàm số y = tanx là hàm số lẻ nên đồ thị của nó nhận gốc toạ độ làm tâm 
đối xứng. 

3) Hàm số y = tan Jt khồng xác định tại X - — + kn (k e Z). Với mỗi k € z, 

f n \ 

đường thẳng vuông góc với trục hoành, đi qua điểm -ị + kĩi ; 0J gọi là một 
đường tiệm cận của đồ thị hàm số y = tan X. (Từ "tiệm cận" có nghĩa là ngày 
càng gần. Chẳng hạn nói đường thẳng X = “ là một đường tiệm cận của đồ thị 

+Êề 

hàm số ỵ = tan X nhằm diễn tả tính chất : điểm M trên đồ thị có hoành độ càng 
gần Ệ thì M càng gần đưòng thẳng X = — ). 

Á* 

d) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số.y = cot X 

Hàm số y = cot X xác định trên S) 2 = R \ {kn Ị k e z Ị là một hàm số tuần hoàn 

với chu kì n. Ta có thể khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của nó tương tự như 
đã làm đối với hàm số y - tan X. 

ĐỔ thị của hàm số y = cotx có dạng như hình 1.12. Nó nhận mỗi đường thẳng 
vuông góc với trục hoành, đi qua điểm (kĩz ;0),keZ làm một đường tiệm cận. 



Hình 1.12 
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GHI NHỚ 


Hàm số y = tan* 

HàmsỐy = cot* 

- Có tập xác định là 

- Có tập, xác định là 

si = R\ ịj + kn 1 k € zj ; 

3) 2 = M\ {Ấ:7t Ị k € Z} ; 

- Có tập giá trị là R; 

- Có tập giá trị là R ; 

- Là hàm số lẻ ; 

- Là hàm số tuần hoàn với chu kì K ; 

- Đồng biến trên mỗi khoảng 

— + kn\~- + kn ,ke z ; 

V 2 2 

- Có đồ thị nhận mỗi đường 
thẳng X = — + kn (k G Z) làm 
một đường tiệm cận. 

- Là hàm số lẻ ; 

- Là hàm số tuần hoàn vói chu kì n ; 

- Nghịch biến trên mỗi khoảng 
(kn ; 7t + kĩì), k € z ; 

- Có đồ thị nhận mỗi đường 
thẳng * = kn ik e Z) làm một 
đường tiệm cận. 


3. Về kháỉ niệm hàm số tuần hoàn 

Các hàm số y = sin*, y - cosx Ịà những hàm số tuần hoàn với chu kì 2 K ; các 
hàm số y = tan*, ỵ = cot* là những hàm số tuần hoàn với chu kì 7t. 

Một cách tổng quát: 

Hàm số y = j[x) xác định trên tập hợp 3) được gọi là hàm số 
tuần hoàn nếu có SỐT * 0 sao cho với mọi * e 3) ta có 
* + T e 3), * - T € 3) và j(x + T) = j(x). 

Nếu có số T dương nhỏ nhất thoả mãn các điều kiện trên thì hàm 
số đổ được gọi là một hàm sô' tuần hoàn vói chu kì T. 

Ví dụ. Các hàm số y = 2sin 2* (đổ 

thị ở hình 1.13), hàm số y = sin ị 

(đồ thị ở hình 1.14), và hàm số có 
đồ thị ở hình 1.15 là nhũng hàm số 
tuần hoàn. 



* 
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Hình 1.15 


Câu hồi và bài tập 

1. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


a) y = yj3 - sin X ; 


b )y = 


1 - cosx 


sin* 


., _ /l-sinx 
t)),= Vl + cos* ’ 


d) y = tan 


r 


2 * + 


n 


2. Xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 


b) y = 3sin X - 2 ; 

2 


a) y - - 2 sinx ; 

c) y = sin* - cosx ; d) y - sin*cos z x + tan*. 

3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của mỗi hàm số sau : 


' , Tí' 

X + ^ 

3y 


+ 3; 


b) 


y = Ặ - sin(x 2 ) -1 V 


a i)y = 2 cosỊ^ 
c )y = 4sinV*. 

4. Cho các hàm số/(*) = sin*, g(x) = cosx, h(x) = tan* và các khoảng 


/,= 


37t) _ 
,: 2 ' Jr 


/ 'tụ ra"' 


4 ; 4 


, ( 31tĩ . 337tỴ _ _ ( 452tc 601tĩ 

J l = ự4’4)’ J * = 


Hỏi hàm số nào trong ba hàm số đó đồng biến trên khoảng /| ? Trên khoảng J 2 ? 
Trên khoảng /3 ? Trên khoảng /4 ? (Trả lời bằng cách lập bảng). 

5. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? Khẳng định nào sai ? Giải 
thích vì sao. 

a) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sin* đồng biến thì hàm số y = cos* 
nghịch biến. 


d 
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b) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sin 2 * đồng biến thì hàm số y = cos 2 x 
nghịch biến. 

6. Cho hàm số y - j{x) = 2sin 2x. 

a) Chứng minh rằng với số nguyên k tuỳ ý, luôn có j[x + kn) = j{x) với mọi X. 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = 2sin,2x trên đoạn 

c) Vẽ đồ thị của hàm số y - 2sin 2 X. 




Nhiều hiện tượng tự nhiên thay đổi có tính chất tuần hoàn (lặp đi lặp lại sau khoảng 
thời gian xác định) như: 

- Chuyển động của các hành tinh trong hệ mặt trời, 

- Chuyển động của guồng nước quay, 

- Chuyển động của quả lắc đồng hồ, 

- Sự biến thiên của cường độ dòng điện xoay chiều,.,. 

Hiện tượng tuần hoàn đơn giản nhốt là dao đồng điều hoà được mô tả bởi hàm số 


y = Asin(ứzr + à) + B, 

trong đó A, B, Cữ và a là những hằng số ; A và Cữ khác 0. Đó là hàm số tuần hoàn với 

2 71 , ■ 

chu kì Ỵ—Ị ; \A\ gọi là biên độ. Đồ thị của nó là một đường hình sin có được từ đồ thị 

m 

» (X , 

cũa hàm sô y ss Asincax băng cách tịnh tiến thích hợp (theo vectơ - i rồi theo 

_+ cc -* -* 

vectơ Bj , tức là tịnh tiến theo vectơ - — ỉ + Bj ). 

Ví dụ. Một guổng nước có bán kính 2,5m, có trục quay ở cách mặt nước 2m, quay 
đều mỗi phút một vòng (h. 1.16). Gọi y (mét) là "khoảng cách” từ mặt nước đến một 
chiếc gầu của guồng nước ỏ thời điểm X (phút) (quy ước rằng y > 0 khi gầu ồ bên 


* 
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trên mật nước và y < 0 khi gầu ở dưới nước). Biết rằng sau khi khởi động — phút thì 
Chiếc gầu đó ỏ đỉnh cao nhất củá guồng nước. Từ các điểu đó ta suy ra 

y = 2 + 2,5 sin 2n^x-~j . 

Đổ thị của hàm số này có dạng như ở hình 1.17, 



Hình 1.16 Hình 1.17 


Luyện tập 

7. Xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 

ị I _ 

X~Ỷ ; . b)y = tan|jc| ; c) y = tanx - sin 2x. 

4 ) 

8. ƠIO các hàm số sau : 

• 2 2 
a) y * -sin x ; b) ỵ = 3tan X + 1 ; 

s 

c)y = sinxcosx ; d);ysssinxcosx + ~-cos2x. 

Chúng minh rằng mỗi hàm số_y = J{x) đó đểu có tính chất: 

/x + kn) = J(x) với k e z, X thuộc tập xác định của hàm số/. 
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9. Cho hàm số y = J(x ) = ;4sin(ứn + à) (. A, Cở và a là những hằng số ; A và (ú 

/ 271Ì 

khác 0). Chứng minh rằng với mỗi số nguyên k, ta có / X + k.~ - j{x) 

V to ) 


với mọi X. 

10. Chứng minh rằng mọi giao điểm của đường thẳng xác định bởi phương trình 
y = — vói đồ thị của hàm số y = sinx đểu cách gốc' toạ độ một khoảng nhỏ 

hơn Vĩõ. 

11. Từ đồ thị của hàm số y = sinx, hãy suy ra đồ thị của các hàm số sau và vẽ đồ 
thị của các hàm số đó : 


a) y = -sinx ; b )y = |sin x\ ; c)y=sin|x|. 

12. a) Từ đồ thị hàm số y = cosx, hãy suy ra đồ thị của các hàm số sau và vẽ 
đồ thị của các hàm số đó : 

_ _ ■ (’ 71 

y = cosx +2; y = cos X -— 

b) Hỏi mỗi hàm số đó có phải là hàm số tuần hoàn không ? 

- - X- 

13. Xét hàm số y = j[x) - cos ị ■ 

a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên k, j{x + Ỉc4n) = j{x) với mọi X. 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = cos — trên đoạn [-2 tĩ ; 2n]. 



v X 

c) Vẽ đồ thị của các hàm số y = cosx và y = cos — trong cùng một hệ toạ độ 
vuông góc Oxy. 

d) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, xét phép biến hình F biến mỗi điểm (x ; y) 
thành điểm (x' ; y') sao cho x' = 2X và y' = y. Chứng minh rằng F biến đồ thị 

của hàm số y = cos X thành đồ thị của hàm số y =5 cos J ■ 


2A ĐSẳGT . 11 
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ÂM THANH 



Ẩm thanh được tạo nên bởi sự thay đổi áp suất của môi trường vật chất (chất khí, 
chất lòng, chất rắn) một cách tuần hoàn theo thời gian (dao động tuần hoàn) và được 
lan truyền trong môi trường đó (sóng âm thanh). 

Nếu dao động tuần hoàn ấy có chu kì T (đo bằng đơn vị thời gian là giây) thì Y gọi 

là tần số của dao động (tức là số chu kì trong một giây); đơn vị của tần số là Héc 
(Hertz) viết tắt là Hz. Âm thanh tai người nghe được là dao động có tẩn số trong 
khoảng từ 17-20 Hz đến 20 000 Hz. Dao động có tần số cao hơn 20 000 Hz được gọi 
là siêu âm. 

Trong âm nhạc (nghệ thuật phối hợp các âm thanh) người ta thường dùng những nốt 
nhạc để ghi những âm có tần số xác định. Tẩn số dao động càng lớn thì âm càng 
cao. Khi tăng tẩn số một âm lên gấp đôi thì ta nói cao độ của âm đó được tăng thêm 
một quẫng tám. Người ta thường chia quãng tám đó thành 12 quãng bằng nhau, mỗi 
quãng gọi là một bán cung để đo chênh lệch cao độ giữa các âm (xem Sách giáo 
khoa "Âm nhạc và mĩ thuật" lớp 7). Với hai âm cách nhau một bán cung, tỉ số các tần 

số của chúng bằng ì ìíĩ ; với hai âm cách nhau một cung (tức là hai bán cung), tỉ số 

'câơ^ầirsốxửa-chổữg-bằna ^y/ĩ) 2 = y/ĩ. Ở khuông nhạc dưới đây có ghi các nốt 
nhạc của một "âm giai" (quãng tám) cung khoảng cáctLcao độ giữa hai âm ứng với 
hai nốt kể nhau. Âm la của âm giai đó có tần số 440 Hz (do đó, chẳng hạn âm si kế 

đó có tần số 440^/2 Hz). 




Joseph Fourier 
(1768-1830) 


Trong âm nhạc, ngoài các âm riêng lẻ còn có hợp âm 
(kết hợp các âm thanh). Nhà toán học Pháp Phu-rỉ-ê 
(Fourier) đã chứng minh rằng một hàm số tuần hoàn với 
chu kì T có thể phân tích thành "tổng" của một hằng số 
với những hàm số tuần hoàn có đồ thị là những đường 

T . A t 

hình sin với chu kì — (n là sô nguyên dương). Điêu 

n 

đó giúp ta hiểu sâu hơn về hợp âm, hoà âm, âm bội và 
âm sắc. 
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PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC cơ BẢN 


Ta xét bài toán sau : 

Một vệ tinh nhân tạo bay quanh Trái 
Đất theo một quỹ đạo hình etip 
(h. 1.18). Độ cao h (tính bằng kilômet) 
của vệ tinh so với bề mặt Trái Đất 
được xác định bởi công thức 

h = 550 + 450 cós ^ t, 

trong đố t là thời gian tính bằng phút kể từ lúc vệ tinh bay vào quỹ đạo. Người 
ta cần thực hiện một thí nghiệm khoa học khi vệ tinh cách mặt đất 250 km. 
Hãy tìm các thời điểm để cố thể thực hiện thí nghiệm đó. 

Bài toán này dẫn đến việc giải phương trình 

550 + 450cos-^í -250,hay C0S ^Q ? 



Nếu đặt X = “í thì phương trình trên có dạng cos X = - — • 

Trên thực tế, có nhiều bài toán dẫn đến việc giải các phương trình có một 
trong các dạng 

sinx = m, cosx = m, tanX -mvầ cotx = m. 


trong đó X là ẩn số (x el)vàm là một số cho trước. 

Đó là các phương trình lượng giác cơ bản. 

1. Phương trình sinx = m 

a) Để làm ví dụ, ta xét một phương trình cụ thể, chẳng hạn 

1 

sinx. = —• 

2 


( 1 ) 


d 
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mi Tìm một nghiệm của phương trình (1). 

Để tìm tất cả các nghiệm của (1), ta có thể 
làm như sau: 

Xét đường tròn lượng giác gốc A. Trên trục 

sin, ta lấy điểm K sao cho OK - i. Đường 

, ■ * 

thẳng qua K và vuông góc với trục sin cắt 

đường tròn lượng giác tại hai điểm Mị và M 2 ; 
hai điểm này đối xứng với nhau qua trục sin 
(h. 1.19). Ta có 


ậj§ 5 




IBiiiiS 

ỵ^I^ỂIIỊí Mi 




Hình 1.19 


sin(ỠA, OM ị) = sin(ỡi4, OM 2 ) = OK = ì • 

Dễ thấy, số đo (rađian) của các góc lượng giác (OA, OM ị) và (OA, OM 2 ) là tất cả 

các nghiệm của.(l). Lấy một nghiệm tuỳ ý của (1), chẳng hạn X = — . Khi đó 

0 

các góc (OA, OMị) có số đo “ + k2n ; các góc (OA, OM 2 ) có số đo 

6 

Tí -~ + k2n (k e Z). Vậy 
6 

1 

1 7Ĩ _ 

sinx: - <^> X = — + k2n hoặc X = Tí - -ị + k2n (k 'e. Z). 

2 6 ' 6 

Sử dụng kí hiệu ”[" thay cho từ "hoặc", ta có thể viết lại kết quả trên như sau : 


sin* = “ <=> 


* = “ + k2n 
6 

X = n~ — + k2n 
6 


(k € Z). 


b) Giả sử m là một số đã cho. Xét phương trình 
sin* = m. 

Hiển nhiên phương trình (I) xác định với mọi * E R. 


(I) 


Ta đã biết, Ịsin* I < 1 với mọi *. Do đó phương trình (I) vô nghiệm khi \m\ > 1. 
Mặt khác, khi * thay đổi, sin* nhận mọi giá trị từ —1 đến 1 nên phương trình (I) 
luôn có nghiệm khi \m\ < 1, 
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Làm tương tự như đối với phương trình (1), ta có 



Nếu a là một nghiệm của phương trình (I), nghĩa là sin a-m thì 
* = a + k2n 

sin* = m <=> (k G Z). (Ia) 

X = n - a + kin 1 


Ta nói rằng X = a + kin vàx ~ n - a + kin là hai họ nghiệm của phương 
trình (I). 

Kể từ đây, để cho gọn ta quy ước rằng nếu trong một biểu thức nghiệm của 
phương trình lượng giác có chứa k mà không giải thích gì thêm thì ta hiểu 

rằng k nhận mọi giá trị thuộc z. Chẳng hạn, X - a + kin cố nghĩa là X lấy mọi 
giá trị thuộc tập hợp 

{ a, a ± 2n, a ± 4n, a ± 6 tc, ...}. 

Ví dụ 1. Giải các phương trình sau : 

..._Vã. ._2 

1 ) sin* = - ; 2 ) sin* = — • 


1) Do sin - = ~~ 2 ~ nên 


* 3 + * 2 3 * 

sin* =— 7 — <=> sin* = sin - <=> f \ 

2 V 3) _ ( n) t 

X = n - 1 + k2n 


K 

X = — — + k2n, 

o 3 

Atí 

X = — - + k2n. 

2) VI ị<ì nên có số a để sinơ = %. Do đó 
3 3 

2 . . r* = a + k2n, 

sin* = — <=> sin* = sinor <=í> 

3 X = n- a + k2n. 
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Giải phương trình sin * = 



Trong mặt phẳng toạ độ, nếu vẽ đồ thị (G) của hàm số y = sin* và đường 

thẳng ( d ): y - m thì hoành độ mỗi giao điểm của (d) và (G) (nếu có) là một 
nghiệm của phương trình sin x-m. 


H3 Trên đổ thị hàm số y = sin* (h. 1.20), hảy chỉ ra các điểm có hoành độ trong 
khoảng (0 ; 5rc) là nghiệm của phương trình sin* = — • 



Hình 1.20 


CHỨ Ý 

1) Khi m € {0 ; ±1}, công thức (la) có thể viết gọn như sau : 


sin * = 1 <z> X = + k2n, 

sin* = -1 <=> * = + k2n, 

sin* =0 <=> x-kn. 


2) Dễ thấy rằng với m cho trước mà \m\ < 1, phương trình 
sin X - m cọ đúng một nghiệm nằm trong đoạn ; -- . Người 

i -V- 1 / 1 • A 1 « A A / 1 \ • / * IV / • X rrí • A/ 


ta thường kí hiệu nghiệm đó là arcsinm (đọc là ác-sin m). Khi đó 
r* = arcsinm + k2n, 

. sin* = m <=> 

* = n - arcsinm + k2n. 

Vậy ở ví dụ 1 câu 2) có thể viết 


sin * - J <=> 


2 

X - arcsin J 4- k2n, 

,2 

* = 7t - arcsin— + k2n. 


3) Từ (la) ta thấy rằng : Nếu a và /? là hai số thực thì sin p - sina 
khi và chỉ khi có số nguyên k để p - a + Ìc2n hoặc 

p = n - a + k2n t k eZ. 


Ví dụ 2. Tìm số X thoả mãn phương trình sin(2* - —) = sin 

J »» 

Giải 


n 

5 +X 


sin 


í 2 *-?! 

= sin 

(n ) 

+ X 

1 5j 


15 J 


o 


2x~^-~ + x + k2n 


- n 
2x 5 = n - 


1Z 




+ X 


+ k2n 


2rt , 

X = - 7 - + ả: 2 te 
<=> 5 <=> 

3x = TC + k2n 
2tc 


2n , ,- 
+ £2rc 

7C . , 2tc 
X = — + k—- • 

3 3 

2n 


Vậy các số JC cần tìm là X = + £271 và * = J + /:—• ,keZ. 


H4| Giải phương trình sin 2x = sin X . 


2. Phương trình cosjc = m 
Xét phương trình 

cosx = m, (II) 

trong đó m là một số cho trước. Hién nhiên phương trình (II) xác định với mọi 
X e R. Dễ thấy rằng : 

Khi I m ị > 1, phương trình (II) vô nghiệm. 

Khi ị m I < 1, phương trình (II) luôn có 
nghiệm. Để tìm tất cả các nghiệm cửa (II), 

trên trục côsin ta lấy điểm H sao cho OH = m. 

Gọi (ỉ) là đường thẳng đi qua H và vuông góc 
với trục côsin (h. 1.21). 
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Do \mị < 1 nôn đường thẳng (0 cắt đường tròn lượng giác tại hai điểm Mị 

và M 2 . Hai điểm này đối xứng với nhau qua trục côsin (chúng trùng nhau nếu 
m- ±1). Ta thấy số đo của các góc lượng giác (OA, OM ị) và (OA, OM 2 ) 
là tất cả các nghiệm của (II). Nếu a là số đo của một góc trong chúng, 
nói cách khác, nếu a là một nghiệm của (II) thì các góc đó có các số đo là 
a + k2n và -a + £271. Vậy ta có 



-._I . V2 

H5| Giải phương trình sau : cos X = - 

CHỦ Ỷ 

1) Đặc biệt, khi m e {0 ; ±1), công thức (lia) có thể viết gọn 
như sau 

cosx = 1 <=> x-'k2n, 

cosx=-l <=> x-n + kln, 

COSX=0 <=> x= Ị- + kn. 

2 1 

2) Dễ thấy rằng với mọi số m cho trước mà \m I < 1, phương trình 
cosx = m có đúng một nghiệm nằm trong đoạn [0 ; 7t]. Người ta 
thường kí hiệu nghiệm đó là arccos m (đọc là ác-côsin m). Khi đó 

X = arccosm + k2n, 

cosx = m <=> 

’ \_x = -ạrccosm + k2n. 

mà cũng thường được viết là X = ± arccos m + kln. 

3) Từ (Ha) ta thấy rằng : Nếu a và yổlà hai số thực thì cos p = cosa 
khi và chỉ khi có số nguyên k để p = a + k2n hoặc p = -a + k2n, 

k e z. 
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HSI Hãy giải phương trình cos(2x +1) = cos(2* -1). 

3. Phương trình tan* = m 

Cho m là một số tuỳ ý. Xét phương trình 
tan* = m. (III) 

Điều kiện xác định (ĐKXĐ) của phương 
trình (III) là cos* * 0. 

Ta đã biết, khi * thay đổi, tan* nhận mọi 
giá trị từ -00 đến + 00 . Do đó phương trình 
(III) luôn có nghiệm. Để tìm tất cả các 
nghiệm của (III), trên trục tang, ta lấy 

điểm T sao cho AT = m. Đường thẳng OT 
cắt đường tròn lượng giác tại hai điểm Mị 
và M 2 (h. 1.22). Ta có 

tan(OA, OMị) = tan(ỚA, 0M 2 ) = AT - m. 

Gọi số đo của một trong các góc lượng giác (OA, OM ị) và (OA, OM 2 ) là a ; 
nói cách khác, a là một nghiệm nào đó của phương trình (Ili). Khi đó, các 
góc lượng giác (OA, OM x ) và (OA, OM 2 ) có các số đo là a + kn. Đó là tất cả 
các nghiệm của phương trình (III) (hiển nhiên chúng thoả mãn ĐKXĐ 
của (III)). Vậy ta có 

Nếu a là một nghiệm của phương trình (DỊ), nghĩa là tan a = /Tí thì 
tan* = m <=> * = a + kn. (Illa) 

Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 
l)tan*=-l; 2)tan-j = 3. 

Giải 

1) Vì-1= tan 

tan* = -1 <=> * = --7 + kn. 

4 




Hình 1.22 
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2) Gọi a là một số mà tahớ? = 3. Khi đó 

X X 

tan^ = 3 <=> -~ = a + knox = 3a + k3n. 

3 3 

(Có thể tìm được một số a thoả mãn tanơ = 3 bằng cách tra bảng số hoặc 
dùng máy tính bỏ túi. Cụ thể là a » 1,249). □ 

CHÚ Ý 

1) Dễ thấy rằng với mọi số m cho trước, phương trình tanx = m có 

( TC TĩV 

đúng một nghiệm nằm trong khoảng 1 ~ 2 ’ 2 j ta kí 

hiệu nghiệm đó là arctan m (đọc là ác-tang m). Khi đó 
tan X = m <=> X = arctan m + kn. 

2) Từ (Illa) ta thấy rằng : Nếu a và p là hai số thực mà tana, tan p 
xác định thì tan/? as tan ỚT khi và chỉ khi có số nguyên k để 
/? s= a + kn. 


H7 


Giải phương trình tan 2* = tan X. 


4. Phương trình cotx = m 

Cho m là một số tuỳ ý, xét phương trình 

cotx = m. (IV) 

ĐKXĐ của phương trình (IV) là sinx ^ 0. Tương tự như đối với phương trình 
tanx = m, tã có 

Nếu a là một nghiệm của phương trình (TV), nghĩa là cota = m thì 
cotx = m o r=a+ kn. (IVa) 


Ví dụ 4. Giải các phương trình sau : 

l)cotx=-i; 2)cot3x=l. 

Giải 


1) Gọi a là một số mà cotỡr = - i, tức là tana = -3 (chẳng hạn, bằng bảng số 
hoặc máy tính bỏ túi, ta tìm được a » -1,249). Khi đó 


cotx 



X = a + kn. 
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2) cot3x = 1 o C0t3x = cot-^ <=> 3x = ^ + kn o X - — + . □ 

CHỨ Ý 

Dễ thấy rằng với mọi số m cho trước, phương trình cotx - m có 
đúng một nghiệm nằm trong khoảng (0 ; n). Người ta thường kí 
hiệu nghiệm đó là arccot m (đọc là ác-côtang /n).Khi đó 

cotx -m <=> x= arccot m + ỈCĨỊ. 

H8 Giải phương trình cot^^Ị7^j = tan -• 

5. Một số điều cần lưu ý 

1) Khi đã cho số m, ta có thể tính được các giá trị arcsin m , arccos m (với I m Ị < 1), 

arctanm bằng máy tính bỏ túi với các phím sin -1 , cos -1 và tan -1 (xem 
bài đọc thêm trang 30). 

2) arcsin m , arccos m (với I m I < 1), arctan m và arccot m có giá trị là những 
số thực. Do đó ta viết, chẳng hạn arctanl = ^ mà không viết arctanl = 45°. 

3) Khi xét các phương trình lượng giác ta đã coi ẩn số X là số đo rađian của 
các góc lượng giác. Trên thực tế, ta còn gặp những bài toán yêu cầu tìm số đo 
độ của các góc (cung) lượng giác sao cho sin (côsin, tang hoặc côtang) của 

chúng bằng số m cho trước chẳng hạn sin(x + 20°) = • Khi giải các 

phương trình này (mà lạm dụng ngôn ngữ, ta vẫn gọi là giải các phương trình 
lượng giác), ta có thể áp dụng các công thức nêu trên và lưu ý sử dụng kí hiệu 
số đo độ trong "công thúc nghiệm" cho thống nhất, chẳng hạn viết X - 30° + Ấ360° 
chứ không viết X = 30° + kln. , . 

Tuy nhiên, ta quy ước rằng nếu không có giải thích gì thêm hoặc trong 
phương trình lượng giác không sử dụng đơn vị đo góc là độ thì mặc nhiên ẩn 
số là số đo rađian của góc lượng giác. 

Ví dụ 5. Giải phương trình sin(x + 20°) = -Ệ- • 
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Giải 

Vì —■ = sin60° nên 

sin(.*; + 20°) = sinột + 2Ọ°) = sin60° 




x+ 20° = 60°+£360° 

■X+20 0 = 180° - 60° +£360° 


<=> 


X = 40° + £360° 

X = 100° + £360° □ 


H9J Giải các phương trình sau: 


1) cos(3x -15°) = ~2~ ; 


2) tan 5x = tan 25°. 


Câu hài và bài tập 


14. Giải các phương trình sau : 
a) sin 4* = sin-j ; 

c) cos^ =cosV2 ; 


b) sin 


í X + n^ 


d) cos 




_Ị_ _ 
2 ; 


7t 1 2 

X + -— - — 

18 5 


15. a) Vẽ đồ thị của hàm số ỵ = sin X rói' chỉ ra trên đồ thị đó các điểm có hoành 
độ thuộc khoảng (-7C; 4 tt) là nghiệm của mỗi phương trình sau 

s 

1) sin* = ——- ; 2) sinx = 1 ; 

b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cos X đối với mỗi phương trình sau 

1) cos*'= — ; 2)cos;r=-l. 

16. lìm nghiệm của các phương trình sau trong khoảng đã cho 

a) sin2x = -“ với 0 < „Y < 71; 

s 

b) cosCx - 5) = với -7t < JC < 7t. 

. 
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17. SỐ giờ có ánh sáng mặt troi của một thành phố A ở vĩ độ 40 bắc trong ngày 
' thứ t của một năm không nhuận được cho bởi hàm số 


dự) - 3 sin 


Tí 


182 


(t - 80) 


4-12 với t E z và 0 < t < 365. 


a) Thành phố A có đúng 12 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày nào trong năm ? 

b) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có ít giờ có ánh sáng mặt trời nhất ? 

c) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có nhiều giờ có ánh sáng mặt 
tròi nhất ? 

18. Giải các phương trình sau 


. _____ 37T 

a) tan 3* = tan— ; 

c) tan(2*~ 1) = Vỉ ; 


b) tan(*-15°)-5; 

r 1 \ 


d) C0t2* = cot 


1 

V 


e) cot 


+ 20 ° 


2tĩ 

f) cot 3* = tan-j- 


,=-V3; 

V* ; 

19. a) Vẽ đồ thị của hàm số y = tan X rồi chỉ ra trên đồ thị đó các điểm có hoành 
độ thuộc khoảng (-7Ĩ ; n) là nghiệm của mỗi phương trình sau 

Ị)tanjc=-1; 2)tanjc=0; 

b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cot X và cho mỗi phương trình sau 

Vỉ 

1) cot* = ; 2)cotJt = 1. 

20. Tìm nghiêm của các phương trình sau trên khoảng đã cho 

a) tan(2x - 15°) =1 với -180° < < 90°; 

1 7t 

b) cot3jc = — 7 = với -x<*<0. 

s 2 

21. Khi giải phương ttình tan X = —Jì, bạn Phương nhặn thấy " vt = tan - 
và viết 


tan* =-V3 <=> tan* = tan 




7t 

<z> X - + kn. 
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) 


Cũng phương trình đó, bạn Quyên lấy -Vỉ = tan4? nên giải như sau : 

3 < 

tan X = - V 3 <=> tan X = tan ậ <=> X = — + kn. 

3 3 

Theo em, ai giải đúng, ai giải sai ? 

22. Tính các góc của tam giác ABC , biết AB = \Ỉ2 cm, AC = Vỉ cm và đường cao 
AH = lcm. {Gợi ý : Xét trường hợp B, c nằm khác phía đối với H và trường 
hợp B, c nằm cùng phía đối vói H ). 


DỪNG MÁY TÍNH Bỏ TÚI ĐỂ TÌM MỘT GÓC 
KHI BIẾT MỘT GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA NÓ 

Các phím sin"" 1 , cos~ ! và tan -1 của máy tính bỏ túi CASIO fx - 500MS được dùng để 
tìm số đo (độ hoặc rađian) cửa một góc khi biết một trong các giá trị lượng giác của 
nó. Muốn thế đối với máy tính CASIO fx - 500MS ta thực hiện hai bước sau : 

Bước 1. Ấn định đơn vị đo góc (độ hoặc rađian). 

Muốn tìm số đo độ, ta ấn iMODEị IMODEI ỊmodEỊ ỊTỊ. Lúc này dòng trên cùng của 
màn hình xuất hiện chữ nhỏ 0 . 

Muốn tim số đo rađian, ta ấn ỊmqDEỊ iMODEl ỊMODEỊ [~2~| . lúc này dòng trên cùng của 
màn hìnlTxuất hiện chữ nhỏ B. 

BƯỚC 2. Tìm số đo góc. 

Khi biết sin, côsin hay tang của góc a cần tìm bằng m, ta lẩn lượt ấn phím |SHIFTl , và 
một trong các phím |sin~ 1 | , |cos~ ĩ | , Ịtan^l , rồi nhập giá trị lượng giác m và cuối cùng ấn 
phím 2- Lúc này, trên màn hình cho kết quả là số đo của góc a (độ hay rađian tuy 
theo bước 1). 

CHÚ Ý 

1) Ở chế độ S0 đo rađian, các phím sin -1 , cos -1 cho kết quả (khi \m\ < 1) là 
arcsin m , arccos m ; phím tan 1 cho kết quả là arctan m. 

2) ở chế độ số đọ độ, các phím sin -1 và tan -1 cho kết quả là Số đo góc atừ 
-90° đến 90° ; phím cos -1 cho kết quả là số đo góc a từ 0° đến 180°. Các 
kết quả ấy được hiển thị dưới dạng số thập phân, chẳng hạn 7,065272931°. 
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Ví dụ 1. Để tìm số đo độ của góc a khi biết sina = - 0,5, ta tần lượt ấn 

-0,5 \£ 



sin 1 

IMODE 

IMODE! Ill |SHIFT 



Bước 1 


Bưởc2 


Trên màn hỉnh hiện kết quả -30, nghĩa là a = -30°. 

Ví dụ 2. Để tìm số đo độ của góc a khi biết sina = 0,123, ta lần lượt ấn 


MÕDẼI ỊMÕDẼỊ ỊmÕDÌ 0 |SHĨFT| Ịsin 1 0,123 [= 


Bước 1 


Bước 2 


Trên màn hình hiện kết quả 7.065272931, nghĩa là a « 7,065272931°. Muốn đưa kết 
quả này về dạng độ-phút-giây, ta ấn tiếp 

jSHĨF7] F1 

Trên màn hình hiện kết quả 7°3 D 54.98, nghĩa íà 7 0 3'54,98" * 7°3 , 55". 

Ví dụ 3. Để tìm* số đo rađian của góc a khi biết tana = - 1, ta lần lượt ấn 


ỊMODEỊ ỊmOdỊ IMODEỊ [ĩ\ |SHIFT| Ịtan 1 171 v~301H0 


Bước 1 Bước 2 

Trên màn hình hiện kết quả 0.631914312, đó là giá trị gần đúng của arctan(V3 - 1). 


Luyện tập 

23. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


1 - cos X 

a) y = n; ’ 

2 sinx + v2 


tam: 


c)y= TT^’ 


»y= r^*:l r ’ 

cos2 x-cosx 

d) y = -7 =—— • 

V 3 cot2jc + 1 


24. Giả sử một con tàu vũ trụ được phóng lên từ mũi Ca-na-vơ-ran (Canaveral) 
ở Mĩ. Nó chuyển động theo một quỹ đạo được mô tả trên một bản đồ phẳng 
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Hình 1.23 


(quanh đường xích đạo) của mặt đất 
như hình 1.23 : điểm M mô tả cho 
con tàu, đường thẳng A mô tả cho 
đường xích đạo. Khoảng cách h 
(kilômet) từ M đến A được tính theo 
công thức h=\d\, trong đó 

d = 4000 cos “(í-10) 

với t (phút) là thời gian trôi qua kể từ khi con tàu đi vào quỹ đạo, d> 0 nếu M 
ờ phía trên A,d<0 nếu M ở phía dưới A. 

a) Giả thiết rằng con tàu đi vào quỹ đạo ngay từ khi phóng lên tại mũi Ca-na-vơ-ran 
(tức là ứng với ị - 0). Hãy tính khoảng cách từ điểm c đến đường thẳng A, trong 
đó c là điểm trên bản đồ biểu diễn cho mũi Ca-na-vơ-ran. 

b) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi vào quỹ đạo để có d = 2000. 

c) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi vào quỹ đạo để có d = -1236. 

(Tính chính xác các kết quả đến hàng phần nghìn). 

25. Một chiếc guồng nước có dạng hình tròn bán 
kính 2,5m ; trục của nó đặt cách mặt nước 
2m (h. 1.24). Khi guồng quay đều, khoảng 
cách h (mét) từ một chiếc gầu gắn tại điểm A 
của guồng đến mặt nước được tính theo công 
thức h = ly I, trong đó 


" 

( 01 

2n 


Ị 4 JJ 



ỵ-2 + 2,5 sin 

_ V T 'J V- 

với X là thời gian quay của guồng (jc > 0), tính bằng phút; ta quy ước rằng y > 0 
khi gầu ở bên trên mặt nước và ỵ < 0 khi gầu ở dưới nước (xem bài đọc thêm 
về dao động điều hoà trang 15). Hỏi: 

a) Khi nào thì chiếc gầu ở vị trí thấp nhất ? 

b) Khi nào thì chiếc gầu ở vị trí cao nhất ? 

c) Chiếc gầu cách mặt nước 2m lần đầu tiên khi nào ? 

26. Dùng công thức biến đổi tổng thành tích, giải các phương trình sau : 






MỘT SỐ DẠNG PHƯƠNG TRÌNH 
LỪỢNG GIAC E)ƠN GIẢN 


1. Phương trình bậc nhất và bậc hai đối với một hàm số lượng giác 

Trong mục này, ta xét các phương trình có dạng như : n/5 tan 2x + 3 - 0 

(phương trình bậc nhất đối với tan 2*), hay 2 sin 2 X + 5sinx - 3 = 0 
(phương trình bậc hai đối với sinx),.... 

Để giải các phương trình dạng này, ta chọn một biểu thức lượng giác thích 
hợp có mặt trong phương trình làm ẩn phụ và quy về phương trình bậc nhất 
hoặc bậc hai đối với ẩn phụ đó, (có thể nêu hoặc không nêu kí hiệu ẩn phụ). 

a) Phương trình bậc nhất đối vối một hàm sô lượng giác 


Ví dụ 1. Giải các phương trình sau : 

1) V5 tan2x + 3 = 0 ; 2) cos(x + 30°) + 2cos 2 15° = 1. 


Giải 

1) y/3 tan2x + 3 = 0 <=> tan2x = 


3 „ ỉ~ ' f 

—f= <=> tan 2* = - V3 <=>tan2x = tan 

Vã 


-Ị TT J 71 

<=> 2x---ị + kn <=> x---ị + k~. 

3 6 2 

2) Để ý rằng : 1 - 2cos 2 15° = - cos30° = cosl50°, ta có 
cos(x + 30°) + 2cos 2 15° = 1 <=> cos(x + 30°) = 1 - 2cos 2 15° 


cos(x + 30°) = cosl50° o 


X + 30° = 150° + £360° 
X + 30° =-150° + £360° 


o 


X = 120° + £360° 

X =-180° + £360°. 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là X = 120° + £360° và 
X = -180° + £360° (riêng họ nghiêm thứ hai cũng có thể viết là 
x = 180° +£360°). □ 


3A DSSGT - 11 
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b) Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác 
Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 

1) 2sin 2 jc + 5sinx -3 = 0; 2) cot 2 3x - cot 3x - 2 = 0. 

Giải 

1) Đặt sin* = t (với 1 1 1 < 1), ta được phương trình 2f 2 + 5í - 3 = 0. Phương 
trình này có hai nghiệm là tị = -3 và / 2 = “, trong đó tị bị loại do không thoả 

mãn điều kiện 1 1 1 < 1. Do đó 

# 2 _ . 1 
2sin X + 5sin.x: - 3 = 0 <=> sin* = “ 


<=> sin* = sin-^ <=> 
6 


X - — + k2n, 
.6 

* = ặ + k2n. 
6 


5u _ 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm X = -ị + k2n và X = + k2n. 

' 6 6 

2) Đặt cot 3x - t , ta có phương trình í 2 - í - 2 = 0. Phương trình này GÓ hai 
nghiệm là t = - 1 và í = 2. Do đó 


COI 3x - C0t3* - 2 = 0 <=> 


cot3* = -1, 
cot 3x = 2. 


<=> 


3x = ^ặ + kn 

4 <=> 

3* = arccot 2+ kn 


K . . n 
x = 4 + k 3 

X = iarccot2+ k^- 
3 3 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 


Tí , n . 1_ ■ *. . , 7t 

X = — + Ả: -7 và X = ^arccot 2 + k-~ ’ 
4 3 3 3 


D 


HI Giải phương trình 4cos 2 * - 2 Ị 1 + VĩỊcos X + yỊẵ = 0. 


Ví ểb 3. Giải phương trình 2cos 2x + 2cosx - V 2 = 0. 
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Giải 

2 cos 2x + 2cosx - yỊĨ - 0 <=> 2(2cos 2 .r - 1) + 2cosx - \/2 = 0 

r_V2 

cosx = 

<=> 4cos 2 jc + 2cosx -(2+ \/2 ) = 0 <=> 

COSX- — 

\Í2 _ __ n _ _ _ , n t ,- 

<=> C0SJC = <=> cosx — cos —T <z>x- ±~7 + k2n 

2 4 4 


2 ’ 

1 + 4Ĩ 


(phương trình cosx = - 


1 +Vĩ 


vô nghiệm vì 


; 1 + >/2 

'ì ___—.— 


<-l). 


7t 

Kết luận : Phương trình đã chơ có các nghiêm là X =s ±“ + k2n. 


H2J Giải phương trình 5tanx - 2cotx -3 = 0 rồi biểu diễn các nghiệm trôn 


đường tròn lượng giác. 

2 . Phương trình bậc nhất đối với sin JC và cosx 

Trong mục này, chứng ta sẽ nghiên cứu cách giải các phương trình dạng 

<2SÌtư + bcosx se c, 

trong đó a,bvằc là những số đã cho với a khác 0 hoặc b khác 0. Chóng được 

gọi là phương trình bậc nhất đối vớỉ sin* và cosx. 

H3 Sửdựigđẳngthứbsmx+co&x * Jĩsìnịx +jj,hẽy giải phương ừkih sim+ COSX* 1. 

Để giải phương trình ứsin X + bcosx = c ịa, b khác 0) ta biến đổi biểu thức 

asinx + bcosx thành dạng Csinịx + a) hoậc dạng Ccos(x + ỷ) (C, a, Y 
là những hằng sô). 

Ví dụ 4. Giải phương trình 

4ịúnx - cosx = \. (1) 

Giải 
Ta có 


Vỉsin* - cosx = 2 


s. 


1 


ĩt 


n 


sin*--~cos* =2 sin X cos- 7 -cos X sin— 
2 ) V 6 6 


* 2 sin X 


% 


* 
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Vậy (1) <=> sin 


* - 

71^ 


1 

<=> sin 

^ 7^ 

* - — 

V 

6 , 


2 


l 6 J 


= sin — 
6 


<=> 


n n 

X —--T — -T + k2n 
0 6 

x ~ ỉ = + 

6 6 


<=> 


TC 

* = — + £271;, 


□ 


* = 7t + £2 ti. 

Một cách tổng qiiát ta có thể biến đổi biểu thức ưsinx + bcosx = c (a và b 
khác 0) thành dạng Csin(* + à) - c như sau : 

r \ 


Ị 2 2 

asinx + bcosx = yỊa +b 


Do 


p + 


sin* + 


Ị77b 2 


cosx 



hình 1.25). 


Vậy có số a để cosa = 


a 


a 2 + b 2 


và sin <2 = 


Hình ỉ.25 

b 


Ja 2 + 

Từ đó ta có 

ưsinx +ỐCOS* = yỊa 2 + b 2 (cosasin* + sinacos*) = \la 2 + b 2 sin(* + a). 

Bằng cách biến đổi như thế, việc giải phương trình ơsinx + bcosx = c được 

■ N . c 

đưa về giải phương trình lượng giác cơ bản sin(x + tí) = 


4ã 


2 +b 2 
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CHÚ Ý 


Nếu trong phép biến đổi trên, ta chọn số p để sin p = 


yla 2 + b 2 


cos p = 


thì ta có 


yla 2 + b 2 

(2SÌnx + bcosx = yla 2 + b 2 cos(x - p) 


Ví dụ 5. Giải phương trình 

2sin 3x + V5 cos 3x =-3. 

Giải 
Ta có 


2sin 3x + V5 cos 3x = 42 1 + (V5) 2 


— sin3jc + -ỳ-cos3x 


V 


y 


= 3(sin p sin 3x + cos p cos 3jc), 


trong đó sin p- — và cos p= — 


Do đó (2) <=> 3 cos(3jc - p) - -3 <=> cos(3x - p) = -1 

4 

_ ,, _ p + n 2n 

3x - p= n + k2n <=> JC=£ ^— + 


( 2 ) 


H4| Vởi giả trị nào của m thì phương trình 2sin3;c + yỈ5 cos 3 x = m có nghiệm ? 


3. Phương trình thuần nhất bậc haỉ đối với sinx và C 0 SJC 

Trong mục này, chúng ta sẽ nghiên cứu cách giải phương trình dạng 

ưsin x + b sim: cosx + c cos X = 0, 

trong đó d, b và c là những số đã cho, với a * 0 hoặc b 0 hoặc c * 0. Chúng 
được gọi là phương trình thuần nhất bậc hai đối với sinx và cosx. 

Để giải phương trình dạng này, ta chia hai vế cho cos 2 x (với điều kiện 
cosx & 0 ) để đưa về phương trình đối vơi tanx, hoặc chia hai vế cho sin 2 Jí 
(với điều kiện sinx * 0) để đưa về phương trình đối với cot X . 
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Ví dụ 6. Giải phương trình 


4sin 2 x - 5sinxcosx - 6cos 2 x = 0. 


(3) 


Giải 


Khi cosx = 0 thì sin* = ±1 nên dễ thấy các giá trị của X mà cosx = 0 không 
phải là nghiệm của (3). 

Vậy chia hai vế của (3) cho cos 2 x, ta được phương trình tương đương 

, sin 2 X „ sin X 


cos 2 X 


cosx 


-6 = 0 . 


Do đó 


(3) <=> 4tan X - 5tanx - 6 = 0 


tanx = 2, 


tanx = --7 

4 




X = arctan 2 + kn 

r 3 \ 


X = arctan 


V 4 / 


+ kĩt. 


Vậy các nghiệm của phương trình (3) là 

X = anctan2 + ẤT7t và x = arctan 


( 3 


- -7 + kn. 

4 


□ 


H5J Giải phương trình (3) bằng càch chia hai vế cho sũrx. 


Nhận xét 

1) Phương trình ưsin 2 x + òsỉnxcosx + ccol 2 x = 0 khi a = 0 hoặc c = 0 
có thể được giải gọn hơn bằng cách đưa về phương trình tích. Chẳng hạn, đối 
với phương trình sin 2 X - sinxcosx = 0, ta có 

■s/ỉsin 2 X - sinxcosx = 0 o sinx(V3sinx - cosx) = 0. 

2) Đối với phương trình 

a sin 2 x + b sin X cos X + c cos 2 x = d ( a , b, c, d € R, a + b 2 + c 2 * 0) (4) 

ta cố thể quy vể giải phương trình thuần nhất bậc hai đối vói sinx và cosx 
bằng cách viết d dưới dạng d = d (sin 2 X + cos 2 X). 
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Chẳng hạn, đối với phương trình 2sin 2 x - 5sinxcosx - cos 2 x = -2, ta có thể 
làm như sau: 

2 2 r\ 

2sin X - 5sinxcosx - cos X = -2 

# 2 . 2 2 2 
<=> 2sin X ~ 5sinxcosx - cos X = -2 (sịn X + cos x) 

2 - . ' 2 ~ 

<=> 4sin X - 5sinXcosx + cos X = 0. 

Ngoài ra ta cũng có thể quy phương trình (4) về phương trình bậc nhất đối với 
sin2x và cos2x bằng cách sử dụng các công thức hạ bậc và công thức nhân đôi: 

2sin X = 1 - cos 2x, 2cos X = 1 + cos 2x, 2sin xcos X = sin 2x. 

Chẳng hạn, 

2sin X - 5sinx cosx - cos X = -2 
0 ( 1 - cos 2x) - sin2x - “■ (1 + cos 2 x) = -2 
o 3cos 2x + 5sin 2x = 5. 

H6| Giải phương trình sin 2 * - V3 sinxcosx + 2cosV = 1 bằng hai cách đã nêu trên. 

4. Một số ví dụ khác 

Thực tế, chúng ta còn gặp nhiều phương trình lượng giác mà khi giải cần 
phải thực hiện các phép biến đổi lượng giác thích hợp để đưa chúng vể các 
phương trình dạng quen thuộc. Trong mục này, chúng ta chỉ nêu một số ví dụ 
đơn giản. 

Ví dụ 7. Giải phương trình 

sin 2x sin 5x = sin 3x sin 4x. (4) 

Giải 

Sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng, ta có 

(4) o ■— (cos3x - cos7x) = (cos X - cos Ix) 

X - kn, 

<=> cos3x = cosx o 3x = ±x + k2n o TT 

x = k -~ • 

L 2 

JỊ _ 

luận : Phương trình đã cho có các nghiệm là X = kĩt và X = k— • (Dễ 
thấy họ nghiệm X = k~ bao gồm cả họ nghiệm x-kn nên có thể nói 
phương trình (4) có các nghiệm là x-k-ị), o 
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(5) 


Ví dụ 8. Để giải phương trình 

sin 2 x + sin 2 3x = 2sin 2 2x, 

ta có thể sử dụng công thức hạ bậc và công thức biến đổi tổng thành tích. 

Cụ thể ta có 

l-cos2x l-cosóx , „ 

(5) <=> - 2 ~ + -= 1 - cos 4x 

<=> cos 2x + cos 6x = 2cos 4x <=> 2cos 4x cos 2x - 2cos 4x = 0 
<=> 2cos4x (cos2x-1) = 0. (6) 

H7 Giải tiếp phương trình (6) rổi kết luận về nghiệm của phương trình (5). 

Chú ý rằng khi giải phương trình lượng giác, ta cần lưu ý đến điều kiện xác 
định của nó để loại bỏ các nghiệm ngoại lai. 

Ví dụ 9. Giải phương trình tan 3x = tanx. 

Giải 

Với điều kiện cos 3x * 0 và cos X * 0, ta có 

• 'K 

tan 3x = tanx <^> 3x = x + kn o x = k—' 

2 

Để là nghiệm của phương trình đã cho, các 

giá tri k -ị của X còn phải thoả mãn các điều 

kiên cos 3x * 0 và cosx * 0. Để kiểm tra các 
điều kiện này, ta có thể làm như sau : Các 

. ĨI 

giá trị X = k -ị gồm có bốn họ (h. 1.26): 

(A) : X = k2n (ứng với điểm A ); 

(B) : X = y + k2n (ứng vói điểm B ); 

(A *): X = 71 + k2n (ứng với điểm A'); 

Hình 1.26 

(B^ : X = - — + k2n (ứng với điểm B'). 

Bằng cách thử trực tiếp, dễ thấy các họ (A) và (A') thoả mãn, còn (B) và 
(B') không thoả mãn các điều kiện cos 3x ^ 0 và cosx * 0. Vậy phương trình 
tan3x = tanx có các nghiệm là X = 71 + k2 n và X = k2n (hay còn có thể viết 
gọn là X = kn). □ 

H8 Giải phương trình cot 2x = cotíx + I 
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Câu hỏi vằ bài tập 


27. Giải các phương trình sau : 

a) 2cos* - Vỉ = 0 ; b) Vỉtan3*-3 = 0 ; 

c) (sin* + l)(2cos 2* - yfĩ) = 0. 

28. Giải các phương trình sau : 

a) 2cos *- 3cos* + 1 = 0 ; b) cos * + sin* + 1 = 0 ; 

c) \Í3 tan 2 * - (1 + V3 )tan* + 1=0. 

29. Giải các phương trình sau trên khoảng đã cho rồi dùng bảng số hoặc máy tính 
bỏ túi để tính gần đúng nghiệm cửa chúng (tính chính xác đến hàng phần 
trăm): 

a) 3cos2* + lOsin* + 1=0 trên 

^ ■■71ĩ 

b) 4cos 2* + 3 = 0 trên 0 ; 

V 2 

c) cot 2 * - 3cot* -10 = 0 trên (0 ; 7t); 

d) 5 - 3 tan 3* = 0 trên - — ; “ 

^66 

30. Giải các phương trình sau : 





a) 3cos* + 4sin* = -5 ; 

b) 2sin 2* - 2cos 2* = V 2 ; 

c) 5sin2*- 6cos 2 * =13. 

31. Một vật nặng treo bởi một chiếc lò xo, 
chuyển động lên xuống qua vị trí cân bằng 
(h. 1.27). Khoảng cách h từ vật đó đến vị 
trí cân bằng ở thời điểm t giây được tính 
theo công thức h = I d I trong đó 

d = 5 sin 6í - 4cos 6 1 , 



Hình 1.27 


* 
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với d được tính bằng xentimet, ta quy ước rằng d > 0 khi vật ở phía trên vị trí 
cân bằng, d < 0 khi vật ở phía dưới vị trí cân bằng. Hỏi: 

a) Ở vào thời điểm nào trong 1 giây đầu tiên, vật ờ vị trí cân bằng ? 

b) ở vào thòi điểm nào trong 1 giây đầu tiên, vật ở xa vị trí cân bằng nhất ? 

(Tính chính xác đến -L giây). 

32. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của mỗi biểu thức sau : 

a) ứsinx + bcosx (a và b là hằng số, a 2 + b 2 0) ; 

b) sin X + sinxcosx + 3cos X ; 

c) Ẩsin 2 x + Bsinx cos X + Ccos 2 x (Ấ, B và c là hằng số). 

33. Giải các phương trình sau : 

a) 2sin 2 x + 3 Vỉ sinx cosx - cos 2 x = 4 ; 

b) 3sin 2 x + 4sin 2x + (8 Vĩ - 9)cos 2 x = 0 ; 

2 . « >, 2 1 

c) sin X + sin 2x- 2cos x = ị' 

34. Sử dụng cồng thức biến đổi tổng thành tích hoặc tích thành tổng để giải các 
phương trình sau : 

a) cos X cos 5x = cos 2x cos 4x ; b) cos 5x sin 4x = cos 3x sin 2x ; 

c) sin 2x + sin 4x - sin 6x; d) sinx + sin 2x = cosx + cos 2x. 

35. Dùng công thức hạ bậc để giải các phương trình sau : 

a) sin 4x + sin 3x = sin 2x + sin X; 

2 2r% * 2^ 2 A rs, 

b) cos X + cos 2x + cos 3x + cos 4x = 2. 

36. Giải các phương trình sau : 

a) tan^- = tanx ; b) tan(2x + 10°) + cotx = 0; 

c) (1 - tanx)(! + sin2x) = 1 + tanx ; d) tanx + tan2x = sin3x cosx ; 

e) tan X + cot 2x = 2cot4x. 
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yBẤT PHƯƠNG TRlNH lượng giác 

• Trước hết, ta xét bài toán sau : 

Hàng ngày, mực nước, của một cỏn kênh lên xuống theo thuỷ triều. Độ sâu h (mét) 
của mực nước trong kênh tính theo thời gian t (giờ) trong một ngày (0 < t < 24) cho 
bởi công thức 



h - 3cosỊ^-^- + 1J + 12. 

HỎI tàu lớn có thể qua lại trêh kênh 
trong khoảng thời gian nào trong 
ngày, biết rằng tàu lớn chỉ có thể đi 
được qua kônh khi độ sâu của nước 
là trên 11 mét ? 

Để giải bài toán này, ta phải tìm các giá trị của t (0 < t < 24) thoả mãn 

3cos^r + lj + 12 > 11. (1) 

Như vậy, ta phải giải bất phương trình (1). Đó là một bất phương trình lượng giác. 

Dễ thấy (1) tương đương với bất phương trình cos - 2 ~ + l > -ị ; và nếu đặt 

V 6 ) 3 


X — ~~ +1 thi bất phương trình này có dạng 
6 


cos* > 


• Nói chung, việc giải một bất phương trình lượng giác được quy về giải các bất 
phương trình lượng giác có một trong các dạng 


f(x) < m,f(x) > mj(x) > m,f(x) < m, (3) 

trong đó m là một số cho trước, f(x) là sim:, C 0 SJC, tam hoặc cotx. Các bất phương 
trình này gọi là các bất phương trình lượng gỉác cơ bản. 

• Dựa vào tính chất tuần hoàn của các hàm số lượng giác, ta có thể giải một bất 
phương trình lượng giác cơ bản dạng (3) theo hai bước sau : 

- Bước 1. Tỉm nghiệm của bất phương trình trên một đoạn bất kì nào đó, chỉ cẩn 
đoạn đó có độ dài bằng chu kì của hàm số y = f(x). Bước này có thể thực hiện bằng 
cách sử dụng đồ thị hoặc đường tròn lượng giác (xem ví dụi). 


* 
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- Bước 2. Mở rộng kết quả lên toàn trục số bằng cách tịnh tiến miền nghiệm thu 
được ở bước 1 sang phải, sang trái những đoạn có độ dài bằng bội nguyên dương 
của chu kì. Bước này có thể tiến hành dựa vào nhận xét sau : 

Cho y = f(x) là hàm số tuần hoàn vời chu kì T. Nếu bất phương trình f(x) < m (hoặc 
f(x) > m,f(x) > m, f(x) < m) nghiệm đúng vỡi mọi X thuộc khoảng (a ; b) thì bất 
phương trình đó cũng nghiêm đúng với mọi X thuộc mỗi khoảng (a + kT ; b + kT), 

ke z. 


Ví dụ 1. Giải bất phương trinh 

tan*< 1. (4) 

Phương pháp giải như sau : 


Bước 1. Hàm số y = tan* là hàm số tuần hoàn với chu kì n nên trước hết ta tìm 
nghiệm cùa (4) trên một đoạn có độ dài n, chẳng hạn trên đoạn 


n ề n 
2 ’ 2 


. Có hai cách : 


Cách 1 (sử dụng đổ thị), trên cùng một mặt phẳng toạ độ, ta vẽ đồ thị của hàm số 
y - tan* trên đoạn “ ; — và đường thẳng y = 1 (h. 1.28). Từ đó, dễ thấy trên 


L_ 

đoạn ấy, bất phương trình tan* < 1 có nghiệm là 



Hình 1.28 



(5) 


Cách 2 (sử dụng đường tròn lượng giác). Trên trục tang, chọn điểm D sao cho AD = 1. 
Đường thẳng OD cắt đường tròn lượng giác tại Mị và M 2 (h. 1.29). Để xác định 


nghiệm của bất phương trình trên đoạn 


n t n 
2 ; 2 


, ta chỉ chú ý nửa đường tròn bên 


phải trục tung. Dễ thấy rằng nghiệm của bất phương trình tan* < 1 là số đo radian 
của các cung lượng giác (trên nửa đường tròn đang xét) có điểm cuối M thuộc cung 

tròn B'AMỵ . Suy ra < *< -Ẹ- 
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Bước 2. Sử dụng nhận xét trên, ta suy ra nghiệm của bất phương trình tan* <1 là 

-— + kn < X < -7 + kn. □ 

2.4 

■ Ví dụ 2. Giải bất phương trình ( 2 ): 

ị . . 

COSJC >“• 


Giải 

Vì hàm số y = C 0 SJC tuần hoàn với chu kì 27C nên 
trước hết ta tìm nghiệm của (2) trên đoạn [-71; n]. 

Trên trục côsin, ta chọn điểm H sao cho OH = —i • 

Gọi Mị và M 2 là hai giao điểm của đường tròn lượng 
giác với đường thẳng đi qua H và vuông góc với 
trụccôsin (h. 1.30). Dễ thấy rằng nghiệm của 
bất phương trình ( 2 ) là số đo radian của các cung lượng 

giác có điểm CUỐÌM thuộc cung tròn M 2 AMị. Hình 1.30 

Gọi a là SỐ đo rađian của cung tròn ABMị 

(0< a< 7 T-và cos a = ; dùng máy tính, ta tính được a« 1,911). Khi đó, trên đoạn 

[—71; 7ĩ], bất phương trình (2) có nghiệm là -a< X < a. 

Mở rộng kết quả này lên toàn trục Số, ta được tất cả các nghiệm củá (2) là 



-a + kin <x < a+ kin (với < 2 * 1,911). □ 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình 

sinx > 0,5. ( 6 ) 

Giải 

Vỉ hàm số y = sinjt tuần hoàn với chu kì 2 tĩ 
nên trước hết ta tìm nghiệm của ( 6 ) trên đoạn 
[0 ; 2 tĩ]. Trên đoạn ấy, bất phương trình sũư > 0,5 

có nghiệm là < X < ậ (h. 1.31). (Có thể 
6 0 

sử dụng một trong hai cách nêu trên để suy ra 
kết quả này). Do đó 

sin X > 0,5 o — + k2n <x<~+ kin. □ 

6 6 Hình 1.31 
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Luyện lập 


37. Mùa xuân ở Hội Lim (tỉnh Bắc Ninh) thường có trò chơi đu. Khi người chơi 
đu nhún đều, cây đu sẽ đưa người chơi đu đao động qua lại vị trí cân bằng. 
Nghiên cứu trò chơi này, người ta thấy khoảng cách h (tính bằng mét) từ 
người choi đu đến vị trí cân bằng (h. 1.32) được biểu diễn qua thời gian t (t > 0 


và được tính bằng giây) bởi hệ thức h = \d I với d = 3cos 




trong đó 


ta quy ước rằng ư > 0 khi vị trí cân bằng ở về phía sau lưng người chơi đu và 
d < 0 trong trường hợp trái lại. 



a) Tim các thời điểm trong vòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đu ở xa vị trí 
cân bắng nhất. 

b) Tìm các thời điểm trong vòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đu cách vị trí 
cân bằng 2 mét (tính chỉnh xác đến giây). 

38. Giải các phương trình sau : 

a) cos 2 jc - 3sin 2 jc = 0; b) (tan X + cotc) 2 - (tan* + cotx) = 2 ; 

c) sinx + sin ị = 0,5. 

39. Chứng minh rằng các phương trình sau đây vố nghiệm : 

a) sinx - 2cosx = 3 ; b) 5sin2x + sin X + COSX +6 = 0. 

Hướng dần b): Đặt sin* + cosx = t. 

48. Tìm các nghiệm cửa mỗi phương trình sau trong khoảng tfẩ chơ (khi cần tính 

~ ■ ’ , . , * . 1 

gần đóng thì tính chính xác đến -- giây): 

lu 



a) 2sin 2 x ~ 3cos X = 2, 0° < X < 360° ; 

b) tanx + 2cotJC = 3, 180° < X < 360°. 

41. Giải các phương trình sau : 

a) 3sin 2 x - sin 2x - cos 2 x - 0 ; 

b) 3sin 2 2x - sin 2x cos 2x - 4cos 2 2x = 2 ; 

c) 2sin 2 x + (3 + yfỉ )sinx cosx + (Vỉ- l)cos 2 x =-1. 

42. Giải các phương trình sau : 

a) sin* + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3x; 

b) sinx = V 2 sin5x - cosx ; 

1 1 2 

c) — 1 — + - - ---- - = ——-; 

sin2x cos2x sin4x 

cos2x 

d) sinx + COSX = -—-: — . 

1 - sin 2x 

Câu hỏi và bàl lập ftn tập chương I 

43. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đứng, khẳng định nào sai ? 

a) Các hàm số y = sin X , y = cosx có cùng tập xác định. 

b) Các hàm số y - tan*, y = cotx có cùng tập xác định. 

c) Các hàm số y = sinx, y = tan X là những hàm số ỉẻ. 
đ) Các hàm số y - cos x,y = cotx là những hàm số chẵn. 

. _ ( 

e) Các hàm số V = sin X, y = cosx cùng nghệch biến trên khoảng ặ ; 

f) Hàm số y = cosx nghịch biến trên khoảng (-2 jĩ ; -tc). 

g) Trên mỗi khoảng mà hằm số y * tanx đồng biến thì hàm số y = cotx 
nghịch biến. 

44. Xét hàm số)? = fix) = sin7tx. 

a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên chắn m ta có J(x + m) = f(x) với mọi X. 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số trên đoạn [-1 ; 13 . 

c) Vẽ đồ thị của hàm số đó. 

45. Đưa các biểu thức sau vể dạng Csin(x + à ): 

a) sinx +tàrt y cos x ; b)tan^ sinx + CƠSX. 
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46. Giải các phương trình sau : 

a) sin X -j = cos 2x; b) tan Ị 2x + 45° j tan ^180° - tỊ- = 1; 

c) cos2x - sin X = 0 ; d) 5tanx - 2cotx = 3. 

47. Giải các phương trình sau : 

a) sin 2x + sin 2 * - ỉ ; 

b) 2sin X + 3sinx cosx + cos X = 0 ; • 

V . 2 X , . _ «2 X 1 

c) sin — 4- sinx - 2cos =—. 

2 2 2 

48. a) Chứng minh rằng sin— = —— - • 

12 2V2 

b) Giải phương trình 2sinx - 2cosx = 1 - yỈ3 bằng cách biến đổi vế trái về 
dạng csin(x + a). 

c) Giải phương trình 2 sin X - 2cosx = 1 ~ VỈ3 bằng cách bình phương hai vế. 

49. Giải phương trình 

l + cos2x sin2x 


cosx 


1 - cos 2x 


„ . .... , sin 3 X + cos 3 X _ 

50. Cho phương trình —--— -= cos 2x. 

2cosx - sinx 

71 

a) Chứng minh rằng X = — + kn nghiệm đúng phương trình. 

b) Giải phương trình bằng cách đặt tanx = t (khi X * -ị + kn). 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 

Trong các bài từ 51 đến 63, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 

51. Giá trị lớn nhất của biểu thức sin 4 X + cos 4 X là 

(A)0; (B)l; (Q2; • (D) ị ■ 

, , . ( 2n 

52. Giá tri bé nhất của biếu thức sinx + sinl X + -Ỵ- 

(A) -2; (B) (0-1; (D) 0. 
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(D) [1 ; 5]. 


53. Tập giá trị của hàm số y = 2sin2x + 3 là 

(A) [0 ; 1]; (B) [2 ; 3]; (C) [-2 ; 3]; 

54. Tập giá trị của hàm số y = 1 - 2|sin3x| là 

(A) [-1 ; 1]; (B) [0 ; 1]; (C) [-1; 0]; 

55. Giá trị lớn nhất của biểu thức y = cos 2 X - sin X là 


(o|; 


(A) 2 ; (B) 0 ; 

56. Tập giá trị của hàm số y = 4cos2x - 3 sin 2x +6 là 
(A) [3 ; 10]; (B) [6; 10]; (C) [-1 ; 13] ; 


(D) [-1 ; 3]. 

(D)l. 

(D) [1 ; 11] . 


57. Khi X thay đổi trong khoảng 
(A) 


^571 _ 7rrA 

T ’ T 


\^2 ,1 


r, Vĩ' 1 


r 4Ĩ J 

L2 :I . 

; (B) 

-1;_ 2 

L ) 

; (C) 

. 2 ;0 . 


58. Khi X thay đổi ữong nửa khoảng J ; — 


(A) 


b\ 


CB) 1 “2 ; 2 1 ; 


thì y = sin X lấy mọi giá tri thuộc 

(D) [-1 ; 1]. 
thì y = cosx lấy mọi giá tri thuộc 
(D) 


<C) l“2 ; 2 


-‘4 


59. Số nghiệm của phương trình sin 

(A) 1 ; (B) 2 ; 

60. Số nghiệm của phương trình sin 


^ 71 ^ 

X + — 

V 4y 


2x + -- 

V 4y 


= 1 thuộc đoạn [tc ; 2ti] là 
(C) 0 ; (D) 3. 

= -1 thuộc đoạn [0 ; tt] là 


(A) 1 ; (B) 2; (C) 3 ; (D) 0. 

61. Một nghiệm của phương trình sin 2 X + sin 2 2x + sin 2 3x = 2 là 


(A)£; 


(B) 


n 

V 


(C)|; 




62. Số nghiệm của phương trình cos 
(A) 1 ; (B) 3 ; 


^ X 

v 2 + 4. 


= 0 thuộc khoảng (7t; 8 tĩ) là 
(C)2; (D)4. 


63. Số nghiệm của phương trình 


sin3x 
cos X + 1 


, = 0 thuộc đoạn [27t; 4 tĩ] là 


(A) 2 ; 


(B)4; 


(C)5; 


(D) 6. 


4A ĐS&GĨ - 11 
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TÚ -HỢP VP xpc SUTÍT 



Chương 


Trong khoa học cũng như trong cuộc sống, chúng ta 
thường phải xác định số phần tử của một tập họp hoặc 
phải tính toán xem khả năng xảy ra của một biến cố ngẫu 
nhiên là bao nhiêu. Các kiến thức vé tổ hợp và xác suất 
trong chuông này sẽ bước đầu gjúp chúng ta giải được 
một số bài toán đon giản thuộc loại đó. 


SUTÍT 







A. TỔ HỢP 



HAI QUY TẮC ĐẾM cơ BẢN 


Bài toán đếm số phần tử của một tập hợp xuất hiện khá phổ biến trong khoa 
học cũng như trong cuộc sống. Nếu sô phần tử của một tập hợp không nhiều 
thì ta có thể đếm trực tiếp được số phần tử của nó bằng cách liệt kê. Tuy 
nhiên, nếu số phần tử của một tập hợp rất lớn thì cách đếm trực tiếp là không 
khả thi. 

Bài toán mở đầu 

Mỗi người sử dụng mạng máy tính đều có mật khẩu. Giả sử mỗi mật khẩu 
gồm 6 kí tự, mỗi kí tự hoặc là một chữ số (trong 10 chữ số từ 0 đến 9) hoặc là 
một chữ cái (trong bảng 26 chữ cái tiếng Anh) và mật khẩu phải có ít nhất là 
một chữ số. Hỏi có thể lập được tất cả bao nhiêu mật khẩu ? 

ỊhiI Hãy viết một mật khẩu. Có thể liệt kê hết các mật khẩu được không ? Hãy ước 
đoán thử xem có khoảng bao nhiêu mật khẩu ? 

Bài này sẽ cung cấp cho chúng ta hai quy tắc đếm cơ bản nhờ đó có thể tính 
chính xác số phần tử của một tập hợp mà không cần đếm trực tiếp. 

1. Quy tắc cộng 

Ví dụ 1 . Một trường THPT được cử một học sinh đi dự trại hè toàn quốc. 
Nhà trường quyết định chọn một học sinh tiên tiến trong lớp 11A hoặc lóp 
12B. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn, nếu biết rằng lóp 11A có 31 
học sinh tiên tiến và lóp 12B có 22 học sinh tiên tiến ? 

Giải 

Nhà trường có hai phương án chọn. Phương án thứ nhất là chọn một học sinh 
tiên tiến của lóp 11A, phương án này có 31 cách chọn. Phương án thứ hai là 
chọn một học sinh tiên tiến của lớp 12B, phương án hai này có 22 cách chọn. 
Vậy nhà trường có cả thảy 


31 + 22 = 53 cách chọn. 


□ 
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Ta có quy tắc đếm sau đây gọi là quy tắc cộng. 

Giả sử một công việc có thể được thực hiện theo phương án A 
hoặc phương án B. Có n cách thực hiện phương án A và m cách 
thực hiện phương án B. Khi đó công việc có thể được thực hiện 
bởi n + m cách. 

Quy tắc cộng cho công việc với nhiều phương án được phát biểu như sau : 



Ví dụ 2. Giả sử từ tỉnh A đến tỉnh B có thể đi bằng các phương tiện : ô tô, 
tàu hoả, tàu thuỷ hoặc máy bay. Mỗi ngày có 10 chuyến ô tô, 5 chuyến 
tàu hoả, 3 chuyến tàu thuỷ và 2 chuyến máy bay. Theo quy tắc cộng, ta có 
10 + 5 + 3 + 2 = 20 sự lựa chọn để đi từ tỉnh A đến B. □ 

H2| Trong một cuộc thi tìm hiểu về đất nước Việt Nam, ban tổ chức công bố danh 
sách các đề tài bao gồm : 8 đề tài về lịch sử, 7 đề tài về thiên nhiên, 10 đề tài về con 
người và 6 đề tài về văn hoá. Mỗi thí sinh được quyền chọn một đề tài. Hỏi mỗi thí 
sinh có bao nhiêu khả năng lựa chọn đề tài ? 

CHÚ Ý 

Số phần tử của tập hợp hữu hạn X được kí hiệu là ịx\ (hoặc «G0). 
Quy tắc cộng có thể được phát biểu dưới dạng sau : 

Nếu A và B là hai tập hợp hữu hạn không giao nhau thì số phần tử 
của Ấufi bằng số phần tử của A cộng với số phần tử của B, tức là 

Uufl| = |A| + |fl|. 

2. Quy tác nhân 

Ví dụ 3. An muốn qua nhà Bình để cùng Bình đến chơi nhà Cường. Từ nhà 
An đến nhà Bình có 4 con đường đi, từ nhà Bình tổi nhà Cường có 6 con 
đường đi (hình 2.1). Hỏi An có bao nhiêu cách chọn đường đi đến nhà Cường ? 
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Giải 

Vói mỗi cách đi từ nhà An đến nhà Bình sẽ có 6 cách đi tiếp từ nhà Bình đến nhà 
Cường. Vì có 4 cách đi từ nhà An đến Bình nên có cả thảy 4.6 = 24 cách đi từ 
nhà An qua nhà Bình đến nhà Cường. □ 

Ta có quy tắc đếm sau đây gọi là quy tắc nhân. 

Giả sử một công việc nào đó bao gồm hai công đoạn A và B. 
Công đoạn A có thể làm theo n cách. Với mỗi cách thực hiện 
công đoạn A thì cồng đoạn B có thể làm theo m cách. Khi đó 
công việc có thể thực hiện theo nm cách. 


H3j Nhãn mỗi chiếc ghế trong một hội trường gồm hai phần : phần đầu là một chữ 
cái (trong bảng 24 chữ cái tiếng Việt), phần thứ hai là một số nguyên dương nhỏ 
hơn 26. Hỏi có nhiều nhất bao nhiêu chiếc ghế được ghi nhãn khác nhau ? 


Ọuy tắc nhân cho công việc với nhiều công đoạn được phát biểu như sau : 


Giả 

sử một công việc nào 

đó 

bao 

gồm k 

công 

đoạn Aị, A 2 , ..., A k . Công đoạn Aị 

có 

thể thực hiện theo riị 

cách, 

công đoạn A 2 có thể thực hiện 

theo n 2 

cách, ... 

công 

đoạn 

A k có thể thực hiện theo n k 

cách. Khi đó công việc có 

thể thực hiện theo n x n 2 ...n k cách. 






Ví dụ 4. Biển số xe máy của tỉnh A (nếu không kể mã số tỉnh) có 6 kí tự, 
trong đó kí tự ở vị trí đầu tiên là một chữ cái (trong bảng 26 chữ cái 
tiếng Anh), kí tự ở vị trí thứ hai là một chữ số thuộc tập {1, 2,..., 9}, mỗi kí tự 
ở bốn vị trí tiếp theo là một chữ số thuộc tập {0, 1, ..., 9}. Hỏi nếu chỉ dùng 
một mã số tỉnh thì tỉnh A có thể làm được nhiều nhất bao nhiêu biển số xe 
máy khác nhau ? 
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Giải 

Ta có 26 cách chọn chữ cái để xếp ở vị trí đầu tiên. Tương tự có 9 cách chọn 
chữ số cho vị trí thứ hai và có 10 cách chọn chữ số cho mỗi vị trí trong bốn vị 
trí còn lại. Theo quy tắc nhân, ta có tất cả 

26.9 . 10 . 10.10.10 = 2340000 (biển số xe). □ 

Ví dụ 5. Trở lại bài toán mở đầu. Hãy tính xem : 

a) Có bao nhiêu dãy gồm 6 kí tự, mỗi kí tự hoặc là một chữ cái (trong bảng 26 
chữ cái) hoặc là một chữ số (trong 10 chữ số từ 0 đến 9) ? 

b) Có bao nhiêu dãy gồm 6 kí tự nói ở câu a) không phải là mật khẩu ? 

c) Có thể lập được nhiều nhất bao nhiêu rhật khẩu ? 

Giải 

a) Vì mỗi kí tự có 26 + 10 = 36 cách chọn nên theo quy tắc nhân, ta có thể lập 
được 36 6 dãy gồm 6 kí tự như vậy. 

b) Dãy gồm 6 kí tự không phải là một mật khẩu nếu tất cả 6 kí tự đều là chữ 
cái. Vì mỗi kí tự có 26 cách chọn nên theo quy tắc nhân, số dãy gồm 6 kí tự 

không phải là một mật khẩu là 26 6 . 

c) Vậy có 36 6 - 26 6 = 1 867 866 560 mật khẩu. □ 

Câu hỏi và bài tập 

1. Giả sử bạn muốn mua một áo sơ mi cỡ 39 hoặc 40. Áo cỡ 39 có 5 màu khác 
nhau, áo cỡ 40 có 4 màu khác nhau. Hỏi bạn có bao nhiêu sự lựa chọn (về 
màu và cỡ áo) ? 

2. Có bao nhiêu số tự nhiên có hai chữ số mà hai chữ số của nó đều chẵn ? 

3. Trong một trường THPT, khối 11 có 280 học sinh nam và 325 học sinh nữ. 

a) Nhà trường cần chọn một học sinh ở khối 11 đi dự dạ hội của học sinh 
thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nhà trường cần chọn hai học sinh trong đó có một nam và một nữ đi dự 
trại hè của học sinh thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 

4. Từ các chữ số 1, 5, 6, 7 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên 

a) Có 4 chữ số (không nhất thiết khác nhau) ? 

b) Có 4 chữ số khác nhau ? 
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QUY TẮC CỘNG MỞ RỘNG 


Quy tắc cộng cho ta công thức tính số phần tử của hợp hai tập hợp hữu hạn không 
giao nhau. Tuy nhiên trong nhiều bài toán tổ hợp, chúng ta phải tính số phần tử của 
hợp hai tập hợp hữu hạn A và B có giao khác 0. Trong trường hợp này, khi cộng số 
phần tử của A với số phẩn tử của B, thi số phần tử của A n B sẽ được tính hai lần. 
Thành thử, ở kết quả phải bớt đi số phẩn tử của A n B. Ta có quy tắc cộng mở rộng 
sau đây : 

Cho hai tập hợp hữu hạn bất kì A và B. Khi đó số phần tử của A u B bằng số phần 
tử của A cộng vói số phần tử của B rồi trừ đi số phần tử của A n B, tức là 

Uub| = UI + \b ị - \adb \. 

Ví dụ. Trong một trường THPT, khối 11 có : 160 học sinh tham gia câu lạc bộ 
Tin học, 140 học sinh tham gia câu lạc bộ Ngoại ngữ, 50 học sinh tham gia cả hai 
câu lạc bộ và 100 học sinh không tham gia câu lạc bộ nào trong hai câu lạc bộ nêu 
trên. Hỏi khối 11 ở trường đó có bao nhiêu học sinh ? 

Giải 

Gọi tập hợp học sinh khối 11 ở trường THPT tham gia câu lạc bộ Tin học và câu lạc 
bộ Ngoại ngữ lần lượt là A và B. 

Khi đó tập hợp học sinh khối 11 ở trường đó tham gia câu lạc bộ (Tin học hoặc Ngoại 
ngữ) là A B. 

Theo bài ra ta có UI =160, UI = 140, u n B I =50. 

Theo quy tắc cộng mở rộng, số học sinh khối 11 tham gia câu lạc bộ (Tin học hoặc 
Ngoại ngữ) là 

Uufi| = UI + UI - Un51 = 160+ 140-50 = 250. 

Vậy khối 11 ở trường đó có 250 + 100 = 350 (học sinh). □ 




HOÁN VỊ, CHỈNH HỢP VÀ Tổ HỢP 


1. Hoán yị 

a) Hoán vị là gì ? 

Ví dụ 1. Ba vận động viên An, Bình và Châu chạy thi. Nếu không kể trường 
hợp có hai vận động viên về đích cùng một lúc thì các khả năng sau đây đều 
có thể xảy ra : 


Giải 

Các kết quả có thể 

Nhất 

An 

An 

Bình 

Bình 

Châu 

Châu 

Nhì 

Bình 

Châu 

An 

Châu 

An 

Bình 

Ba 

Châu 

Bình 

Châu 

An 

Bình 

An 


Kết quả cuộc thi chạy là một danh sách 
gồm ba người xếp theo thứ tự nhất, 
nhì, ba. Danh sách này gọi là một hoán 
vị của tập hợp {An, Bình, Châu}. 

Nếu kí hiệu tập hợp {An, Bình, Châu} 
là { a, b , c } thì tập này có tất cả sáu 
hoán vị là (ứ, b, c), ( a , c, b ), ( b , a, c), 

(b, c, à), (c, a, b ), (c, b, a). 

Một cách tổng quát, ta có 

Cho tập hợp A có n (n > 1) phần tử. Khi sắp xếp n phần tử này 
theo một thứ tự, ta được một hoán vị các phần tử của tập A (gọi 
tắt là một hoán vị của A). 

SU Cho tập hợp A = ịa, b, c, d). Hãy viết tám hoán vị của A. 

b) Số các hoán vị 

Bài toán đặt ra là : Nếu tập hợp A có n phần tử thì có tất cả bao nhiêu hoán vị 
củaA ? 
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Kí hiệu P rt là số các hoán vị của tập hợp có n phần tử. Ta có 
ĐỊNH LÍ 1 

Số các hoán vị của một tập hợp có n phần tử là 
P n = n\ = n(n - ì)(n - 2)...ì. 

Chứng minh 

Việc sắp xếp thứ tự n phần tử của A là một công việc gồm n công đoạn. Công 
đoạn 1 là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ nhất, công đoạn 2 là chọn phần tử để 
xếp vào vị trí thứ hai, công đoạn 3 là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ ba,..., 

công đoạn n là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ n. Ở công đoạn 1 ta có 

thể chọn bất kì phần tử nào trong n phần tử của A nên có n cách thực hiện. Sau 
khi chọn xong phần tử xếp vào vị trí thứ nhất, ở công đoạn 2 ta có thể chọn 
bất kì phần tử nào trong n - ì phần tử còn lại của A để xếp vào vị trí thứ hai 
nên có n - ĩ cách thực hiện. Tiếp tục như vậy ở bước 3 ta có n - 2 cách thực 
hiện, ..., và ở bước thứ n (bước cuối cùng) ta chỉ còn 1 cách thực hiện. Theo 
quy tắc nhân, ta có cả thảy n(n - ì)(n — 2)...l = nỉ cách sắp xếp thứ tự n 
phần tử của tập A, tức là có n\ hoán vị. □ 

Ví dụ 2. Một đoàn khách du lịch dự định đến tham quan bảy địa điểm A, B, 
c, D, E,G và H ở thủ đô Hà Nội. Họ đi tham quan theo một thứ tự nào đó, 
chẳng hạn B->A^C —»£—»£)—Như vậy, mỗi cách chọn thứ tự các 
địa điểm tham quan là một hoán vị của tập {A , B , c, D, E, G, H }. Thành thử, 
đoàn khách có tất cả 7! = 5040 cách chọn. □ 

H2| Từ các chữ số 1, 2, 3,4, 5 có thể lập được tất cả bao nhiêu số tự nhiên có năm 
chữ số khác nhau ? 

2. Chỉnh hợp 

a) Chỉnh hợp là gì ? 

Ví dụ 3. Trong trận chung kết bóng đá phải phân định thắng thua bằng đá 
luân lưu 11 mét. Huấn luyện viên của mỗi đội cần trình với trọng tài một danh 
sách sắp thứ tự 5 cầu thủ trong số 11 cầu thủ để đá luân lưu 5 quả 11 mét. 

Mỗi danh sách có xếp thứ tự 5 cầu thủ được gọi là một chỉnh hợp chập 5 của 
11 cầu thủ. 
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Một cách tổng quát, ta có 

Cho tập hợp A gồm n phần tử và số nguyên k với ỉ < k < n. Khi 
lấy ra k phần tử của A và sắp xếp chúng theo một thứ tự, ta được 
một chỉnh hợp chập k của n phần tử của A (gọi tắt là một chỉnh 
hợp chập k của A). 


H3 


Cho tập hợp A - { a,b, c\. Hãy viết tất cả các chỉnh hợp chập 2 của A. 


Nhận xét 

Hai chỉnh hợp khác nhau khi và chỉ khi hoặc có ít nhất một phần tử của chỉnh 
hợp này mà không là phần tử của chỉnh hợp kia, hoặc các phần tử của hai 
chỉnh hợp giống nhau nhưng được sắp xếp theo thứ tự khác nhau. 

b) Sô các chỉnh hợp 

Ví dụ 4. Trở lại ví dụ 3, hãy tính xem huấn luyện viên của mỗi đội có bao 
nhiêu cách lập danh sách 5 cầu thủ. 

Giải 

Huấn luyện viên của mỗi đội có thể chọn một trong 11 cầu thủ để đá quả đầu 
tiên. Tiếp theo có 10 cách chọn cầu thủ đá quả thứ hai, rồi có 9 cách chọn cầu 
thủ đá quả thứ ba, rồi lại có 8 cách chọn cầu thủ đá quả thứ tư và cuối cùng có 
7 cách chọn cầu thủ đá quả thứ năm. Theo quy tắc nhân, huấn luyện viên của 
mỗi đội sẽ có 

11 . 10.9.8.7 = 55440 cách chọn. □ 

Bài toán tổng quát đặt ra là : Cho một tập họp có n phần tử và số nguyên k vói 
1 < k < n. Hỏi có tất cả bao nhiêu chỉnh hợp chập k của tập họp đó ? 

Số các chỉnh hợp chập k của một tập hợp có n phần tử được kí hiệu là A k n . 


ĐỊNH LÍ 2 

Số các chỉnh hợp chập k của một tập hợp có n phần tử 
(1 < k < n) là 

A k n =n(n-ì)(n-2)...(n-k + ì). (1) 


Chứng minh 

Việc lập một chỉnh hợp chập k của tập họp có n phần tử được coi như một 
công việc gồm k công đoạn. Công đoạn 1 là chọn phần tử xếp vào vị trí thứ 
nhất. Công đoạn 2 là chọn phần tử xếp vào vị trí thứ hai, .... Công đoạn k là 

* 
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chọn phần tử xếp vào vị trí thứ k. Vì tập hợp có n phần tử nên công đoạn 1 
có n cách thực hiện. Sang công đoạn 2 chỉ còn n - 1 phần tử chưa chọn cho 
nên có lĩ - 1 cách thực hiện. Tương tự công đoạn 3 có n - 2 cách chọn,... và ở 
công đoạn cuối (công đoạn thứ k) ta có n - k + 1 cách thực hiện. Theo quy 
tắc nhân, ta có n{n - 1)(« -2)...(« - k + ì) cách lập ra một chỉnh hợp 
chập k. Đó cũng chính là số các chỉnh hợp chập k của một tập hợp gồm n 
phần tử. □ 

Nhận xét 

Từ định nghĩa ta thấy một hoán vị của tập hợp n phần tử là một chỉnh hợp 
chập n của tập đó nên A n n = ? n = n\. 

Ví dụ 5, Trong mặt phẳng cho một tập hợp gồm 6 điểm phân biệt. Có bao 
nhiêu vectơ khác vectơ 0 có điểm đầu và điểm cuối thuộc tập hợp điểm này ? 
Giải 

Mỗi cặp sắp thứ tự gồm hai điểm (A, B ) cho ta một vectơ có điểm đầu A, điểm 
cuối B và ngược lại. Như vậy, mỗi vectơ có thể xem là một chỉnh hợp chập 2 
của tập hợp 6 điểm đã cho. Thành thử số vectơ cần tìm là 

Aộ =6.5 = 30. □ 


CHÚ Ý 


• Với 0 < k < n thì ta có thể viết công thức (1) dưới dạng 

A k = n! . 

" (« - k)\ 

• Ta quy ước 

0! = 1 và Ấ° n = 1. 


( 2 ) 


Khi đó công thức (2) đúng cho cả k = 0 và k = n . Vậy công 
thức (2) đúng với mọi số nguyên k thoả mãn 0 < k< n. 


3. Tổ hợp 

a) Tổ hợp là gì ? 

Cho tập A có n phần tử và số nguyên k với 1 <k<n. Mỗi tập con 
của A có k phần tử được gọi là một tổ hợp chập k của n phần tử 
của A (gọi tắt là một tổ hợp chập k của A). 


* 


59 



Như vậy lập một tổ hợp chập k của A chính là lấy ra k phần tử của A (không 
quan tâm đến thứ tự). 


H4 


Viết tất cả các tổ hợp chập 3 của tập A= {a,b,c,d}. 


b) Sô các tổ hợp 

Kí hiệu c* (hoặc ( 1 )) là số các tổ hợp chập k của một tập hợp có n phần tử. 
ĐỊNH LÍ 3 

Số các tổ hợp chập k của một tập hợp có n phần tử (1 < k < n) là 

r k _ A* _ n(n - 1 ){n - 2)...(« - k + 1) 

" k\ kỉ ' 1 ; 

Chứng minh 

Mỗi cách sắp thứ tự các phần tử của một tổ hợp chập k của A cho ta một chỉnh 
hợp chập k của A. Nói cách khác, mỗi hoán vị của một tổ hợp chập k của A 
cho ta một chỉnh hợp chập k của A. Vậy từ một tổ họp chập k của A ta lập 
được k ! chỉnh hợp chập k của A. Vậy ta có 

A k „ = C* k\ hay c* = 4ị = — ~ — - f "' < ' n ~ k + ỉ) . □ 

/c • /c * 


CHÚ Ý 

• Với 1 < k < n , ta có thể viết công thức (3) dưới dạng 

c k = n; . (4) 

n k\{n-k)\ } 

• Ta quy ước cjj = 1 (coi 0 là tổ hợp chập 0 của tập hợp có n phần 

tử). Với quy ước này công thức (4) cũng đúng với k = 0. Vậy công 
thức (4) đúng với mọi số nguyên k thoả mãn 0 < k < n. 

Ví dụ 6. Trong mặt phẳng cho một tập họp p gồm 7 điểm, trong đó không có 
3 điểm nào thẳng hàng. Hỏi có bao nhiêu tam giác có 3 đỉnh đều thuộc p ? 

Giải 

Với mỗi tập con gồm 3 điểm bất kì của p, ta tạo được một tam giác với các 
đỉnh là 3 điểm đó. Ngược lại, mỗi tam giác có 3 đỉnh thuộc p tưorng ứng với 




một tập con gồm 3 điểm của p. Vậy số tam giác có 3 đỉnh thuộc p chính bằng 
số các tổ hợp chập 3 của tập p, tức là bằng 

c ’ =z f 1 = 35 - D 


Trong một số bài toán đếm phức tạp hơn, ta cần phối họp sử dụng các công 
thức về tổ hợp và quy tắc nhân. 

Ví dụ 7. Trong một lớp có 20 học sinh nam và 15 học sinh nữ. Thầy giáo chủ 
nhiêm cần chọn 4 học sinh nam và 3 học sinh nữ đi tham gia chiến dịch 
"Mùa hè xanh" của Đoàn Thanh niên Cộng sản Hồ Chí Minh. Hỏi có bao 
nhiêu cách chọn ? 


Ta có C 20 = 


20.19.18.17 
1 . 2 . 3.4 


= 4845 cách chọn 4 học sinh nam trong số 20 học 


0 15.14.13 

sinh nam và có Cị 5 = — ^23 = 455 cách chọn 3 học sinh nữ trong số 

15 học sinh nữ. Theo quy tắc nhân, số cách chọn là 

4845.455 = 2204475. □ 


4. Hai tính chất cơ bản của số cĩ 


a) Tính chất 1 


Cho số nguyên dương n và số nguyên k với 0 < k < n. Khi đó 


pA: _ 


Chứng mình 


Ta c k = ————— c n ~ 
lac0 " k\(n-k)V 

Do đó c‘ =c n n - k . 


(n - k)\(n - in - k))\ (n - k)\k\ 


b) Tính chất 2 (hằng đẳng thức Pa-xcan) 


Cho các số nguyên nxầk với 1 < k < n. Khi đó 

_ /~tẮ . s~ik —1 
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Chứng minh 


T,„ „ x M-ỉ _ n ( n - '!)•••(« -k + 2) n{n - l )...(/2 - £ + 1) 

'aco c;-ỆtTÕ! ’ c » Ẻ 

Vậy 

p* r *-i w(« - ỊU« - k + 1) + kn(n - !)...(/? - k + 2) 

ỵ.\ 

n(n - 1 )...(« - & 4- 2)(« - ^ + 1 + 

“ lĩ 

_ (« + V)n...(n ~ k + 2) _ 

- Xĩ " u « +1 • u 

Câu hỏi và bài tập 

5. Có bao nhiêu khả năng có thể xảy ra đối với thứ tự giữa các đội trong một 
giải bóng đá có 5 đội bóng ? (Giả sử rằng không có hai đội nào có điểm 
trùng nhau). 

6. Giả sử có 8 vận động viên tham gia chạy thi. Nếu không kể trường hợp có hai 
vận động viên về đích cùng một lúc thì có bao nhiêu kết quả có thể xảy ra 
đối với các vị trí thứ nhất, thứ nhì và thứ ba ? 

7. Trong mặt phẳng cho một tập hợp p gồm n điểm. Hỏi : 

a) Có bao nhiêu đoạn thẳng mà hai đầu mút thuộc p ? 

b) Có bao nhiêu vectơ khác vectơ 0 mà điểm đầu và điểm cuối thuộc p ? 

8. Trong một Ban chấp hành đoàn gồm 7 người, cần chọn 3 người vào ban 
thường vụ. 

a) Nếu không có sự phân biệt về chức vụ của 3 người trong ban thường vụ thì 
có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nếu cần chọn 3 người vào ban thường vụ với các chức vụ : Bí thư, Phó Bí 
thư, Ưỷ viên thường vụ thì có bao nhiêu cách chọn ? 
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Luyện lập 

9. Một bài thi trắc nghiệm khách quan gồm 10 câu. Mỗi câu có 4 phương án trả 
lời. Hỏi bài thi đó có bao nhiêu phương án trả lời ? 


10 . Có bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ 
số và chia hết cho 5 ? 

11 . Xét mạng đường nối các tỉnh A, B, 
c, D, E, F , G, trong đó số viết trên 
một cạnh cho biết số con đường 
nối hai tỉnh nằm ở hai đầu mút 
của cạnh (h. 2.2). Hỏi có bao nhiêu 
cách đi từ tỉnh A đến tỉnh G ? 



c F 

Hình 2.2 


12 . Xét sơ đồ mạng điện ở hình 2.3 có 6 công tắc khác nhau, trong đó mỗi công 
tắc có 2 trạng thái đóng và mở. 



c D 

.Hình 2.3 


Hỏi có bao nhiêu cách đóng - mở 6 công tắc đê mạng điện thông mạch từ p 
đến Q (tức là có dòng điện từ p đến Q) ? 

13 . Một cuộc thi có 15 người tham dự, giả thiết rằng không có hai người nào có 
điểm bằng nhau. 

a) Nếu kết quả của cuộc thi là việc chọn ra 4 người điểm cao nhất thì có 
bao nhiêu kết quả có thể ? 

b) Nếu kết quả của cuộc thi là việc chọn ra các giải nhất, nhì, ba thì có bao 
nhiêu kết quả có thể ? 

14 . Trong một dạ hội cuối năm ở một cơ quan, ban tổ chức phát ra 100 vé xổ số 
đánh số từ 1 đến 100 cho 100 người, xổ số có bốn giải : 1 giải nhất, 1 giải 
nhì, 1 giải ba, 1 giải tư. Kết quả là việc công bố ai trúng giải nhất, giải nhì, 
giải ba, giải tư. Hỏi: 

a) Có bao nhiêu kết quả có thể ? 
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b) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ vé số 47 được giải nhất ? 

c) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ vé số 47 trúng một 
trong bốn giải ? 

15 . Một tổ có 8 em nam và 2 em nữ. Người ta cần chọn ra 5 em trong tổ tham dự 
cuộc thi học sinh thanh lịch của trường. Yêu cầu trong các em được chọn, 
phải có ít nhất một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 

16 . Một nhóm học sinh có 7 em nam và 3 em nữ. Người ta cần chọn ra 5 em trong 
nhóm tham gia đồng diễn thể dục. Trong 5 em được chọn, yêu cầu không có 
quá một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 



NHỊ THỨC NIU-TƠN 


1. Công thức nhị thức Niu-tơn 

Ta đã biết các hằng đẳng thức 

(ư + b') 2 — ó 2 + 2 ữb + b~, 

(, a + bỷ = a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 . 

Cấc hệ số trong khai triển (a + bÝ theo thứ tự từ trái qua phải là 1 = Ct ; 

2 = c\ ; 1 = cị tức là (a + b) 2 = c\a 2 + c ịab + cịb 2 . 

Các hệ số nong khai triển (a + b) 3 theo thứ tự từ trái qua phải là 1 = c§ ; 

3 = C 3 ; 3 = C 3 ; và 1 = C 3 tức là (a + b) 3 = c° 3 a 3 + cịa 2 b + cịab 2 + cịb 3 . 
Tổng quát, người ta chứng minh được rằng : 

(a + b) n = c° n a n + c l n a n ~ l b + ... + c k n a n ~ k b k + ... + cy 

= Ỳ c k n a n ~ k b k (quy ước a° = b° = 1 ). 
k= 0 

Công thức này được gọi là công thức nhị thức Niu-tơn (gọi tắt là nhị thức 
Niu-tơn). 
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Ví dụ 1. Tính hệ số của x 12 y 13 trong khai triểri(x + y ) 25 . 

Giải 

. . .n 25! _. _ 

Theo công thức nhị thức Niu-tơn, hệ số này làC 25 = 13112 ? = 5200300. □ 

Ví dụ 2. Tìm hệ số của X 3 trong khai triển (3x - 4) 5 . 

Giải 

Ta có (3x - 4) 5 = (3x + (~4)) 5 . Theo công thức nhị thức Niu-tơn, số hạng 
chứa X 3 là c 2 (3x) 3 . (-4) 2 . Vậy hệ số của X 3 là 10.3 3 . (-4) 2 = 4320. □ 

IhiỊ Tìm hệ số của X 2 trong khai triển (3x-4) 5 . 

Ví dụ 3. Viết khai triển (x - 2) 6 . 

Giải 

Theo công thức nhị thức Niu-tơn 

(X - 2f = (-2 + xf = ỵc k 6 (-2ý- k x k = ỵ ữk x k với c k =C k 6 (-2) 6 - k . 

k -0 Ấ:-0 

Tính theo công thức này, ta có 

a 0 = 64; ữị = 6.(-2) 5 = -192; 

a 2 = 15.2 4 = 240; ứ 3 = 20.(-2) 3 =-160; 

a 4 = 15.2 2 = 60; a 5 = 6.(-2) = -12; a 6 = 1. 

Vậy(x - 2) 6 = X 6 - 12x 5 + 60x 4 - 160x 3 + 240x 2 - 192x + 64. □ 

Ví dụ 4. Gọi T là số các tập con (kể cả tập rỗng) của một tập họp có n phần tử. 
Chứng minh rằng T = 2 n . 

Giải 

Với mỗi số nguyên k (1 < k < lì), số tập con có k phần tử của tập họp có n 
phần tử là c k n . Vì có đúng một tập con (tập rỗng) có 0 phần tử và = 1 nên 

T=ỵ cị. ( 1 ) 

*=0 


SA ĐSSGT ■ 11 


1 » 


65 



( 2 ) 

□ 


Trong công thức nhị thức Niu-tơn đặt a = b = 1, ta được 

2 " =(1 + 1 )" = £ c *. 

k=0 

Từ (1) và (2) ta được r= 2\ 

2. Tam giác Pa-xcan 

Trên đây ta thấy muốn khai triển (a + b) n thành đa thức, ta cần biết n + 1 số 

c°, cjj, cị, cj _1 , c” có mặt trong công thức nhị thức Niu-tơn. Các số 

này có thể tính được nhờ công thức (4) ở §2. Ngoài ra còn có thể tìm được 
chúng bằng cách sử dụng bảng số sau đây : 

1 

1 1 

12 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 

, V/ 5 v A m A/\/ , 

1 6 15 20 15 6 1 


Bảng số này do nhà toán học Pháp Pa-xcan thiết lập vào năm 1653 và được 
người ta gọi là tam giác Pa-xcan. 

Tam giác Pa-xcan được lập theo quy luật sau : 

- Đỉnh được ghi số 1. Tiếp theo là hàng thứ nhất ghi hai số 1. 

- Nếu biết hàng thứ n(n> 1) thì hàng thứ n + 1 tiếp theo được thiết 
lập bằng cách cộng hai số liên tiếp của hàng thứ n rồi viết kết quả 
xuống hàng dưới ở vị trí giữa hai số này. Sau đó viết số 1 ở đầu và 
cuối hàng. 

Chẳng hạn, khi có hàng thứ năm ta thiết lập hàng thứ sáu như sau : Theo thứ 
tự từ trái sang phải, ta lấy 1 + 5 = 6 và viết số 6 xuống hàng dưới ở vị trí giữa 
số 1 và số 5 ; lấy 5 + 10 = 15 và viết số 15 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 5 
và số 10 ; lấy 10 4- 1.0 = 20 và viết số 20 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 10 
và số 10 ; lấy 10 + 5 = 15 và viết số 15 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 10 và 
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số 5 ; lấy 5 + 1 = 6 và viết số 6 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 5 và số 1. 
Cuối cùng viết số 1 ở đầu và cuối hàng (xem bảng số trên). 


H2 Điền tiếp tục các số vào các hàng thứ bảy và thứ tám trong bảng số trên. 


Nhận xét 

Xét hàng thứ nhất, ta có 


1 = 

c° 

1 = 

c|. 

Ở hàng thứ hai, ta có 




1 = 

'-'2’ 

2 = 

cị, 1 = c|. 

Ở hàng thứ ba, ta có 




1 = 

c° 

u 3» 

3 = 

cị, 3=c|, I = c| 


Một cách tổng quát, từ tính chất 2 của số c k n (hằng đẳng thức Pa-xcan) và 
cách thiết lập tam giác Pa-xcan, ta có 

Các số ở hàng thứ n trong tam giác Pa-xcan là dãy gồm n + 1 số 

/~i0 r-il /-t2 1 /~i/ỉ 

v -7i» n ’ •••» • 


Câu hồl Và bài tập 

17. Tìm hệ số của x ỈOỈ y" trong khai triển (2x - 3y) 200 . 

18. Tính hệ số của x 5 y s trong khai triển (x + y) 13 . 

19 . Tính hệ số của X 1 trong khai triển (1 + x) 11 . 

20. Tính hệ số của X 9 trong khai triển (2 - x) 19 . 

Luyện tập 

21. Khai triển (3x + l) 10 cho tới X 3 . 

22. Tìm hệ số của X 7 trong khai triển của (3 - 2x) 15 . 

23. Tính hệ số của jc 25 y 10 trong khai triển của (x 3 + xy) 15 . 

24. Biết rằng hệ số của x n ~ 2 trong khai triển bằng 31. Tìm n. 
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MỘT SỐ MẨU CHUYỆN VỂ NHÀ TOÁN HỌC 
PA-XCAN (PASCAL) 


1. Hồi nhỏ Pa-xcan rất ham mê Hình học. Nhưng vì Pa-xcan 
rất yếu nên cha ông không muốn cho ông học Toán. Cha 
ông giấu hết các sách vở và những gi liên quan tới Toán. 
Thế là Pa-xcan phải tự mày mò xây dựng nên môn Hình 
học cho riêng mình, ồng vẽ các hình và tự đặt tên cho 
chúng, ông gọi đường thẳng là "cây gậy", đường tròn là 
"cái bánh xe", hình tam giác là "thước thợ", hình chữ nhật 
là "mặt bàn".... ông đã tìm ra và chứng minh được rất 
nhiều định lí của Hình học trong đó có định lí: "Tổng các 
góc của một thước thợ bằng nửa tổng các góc của một mặt 
Blaise Pascal (1623-1662) bàn". fsjă m ấy Pa-xcan mới 12 tuổi. 

2. Năm 16 tuổi, Pa-xcan công bố một công trình toán học : "Về thiết diện của đường 
cônic", trong đó ông đã chứng minh một định lí nổi tiếng (sau này mang tên ông) và 
gọi đó là "Định lí về lục giác thần ki", ông rút ra 400 hệ quả từ định lí này. Nhà toán 
học và triết học vĩ đại lúc bấy giờ là Đề-các (Descartes) đánh giá rất cao công trình 
toán học này và nói rằng : "Tôi không thể tưởng tượng nổi một người đang ở tuổi thiếu 
niên mà lại có thể viết được một tác phẩm lớn như vậy". 

3. Năm 17 tuổi, thấy cha (một kế toán) phải làm nhiều tính toán vất vả, Pa-xcan đã nảy ra 
ý định chế tạo một chiếc máy tính. Sau 5 năm lao động căng thẳng miệt mài, ông đã chế 
tạo xong chiếc máy tính làm được bốn phép tính cộng, trừ, nhân, chia, tuy rằng chưa 
nhanh lắm. Đó là chiếc máy tính đầu tiên trong lịch sử nhân loại. Để ghi nhớ công lao 
này, tên của ông đã được đặt cho một ngôn ngữ lập trình, là ngôn ngữ lập trình Pa-xcan. 

4. Vào năm 1651, khi Pa-xcan 28 tuổi và được cả châu Âu tôn vinh là thần đồng, ông 
nhận được một bức thư của nhà quý tộc Pháp Đờ Mê-rê (De Méré) nhờ ông giải đáp 
một số vấn đề rắc rối nảy sinh trong các trò chơi đánh bạc. Pa-xcan đã "toán học 
hoá" các trò chơi cờ bạc này, nâng lên thành những bài toán phức tạp hơn và trao 
đổi vấn đề này với nhà toán học Phéc-ma. Những cuộc trao đổi đó đã khai sinh ra 
Lí thuyết xác suất - Lí thuyết toán học về các hiện tượng ngẫu nhiên. 

5. Sau khi cha mất, chị gái bỏ đi tu, lại thêm ốm đau bệnh tật, Pa-xcan chán chường tất cả. 
Ông bỏ Toán học, đắm chìm vào những suy tư về tín ngưỡng và nghiên cứu Thần học. 
Vào một đêm đầu mùa xuân năm 1658, một cơn đau răng dữ dội làm Pa-xcan không 
ngủ được. Để quên đau, ông tập trung suy nghĩ vể bài toán đường xyclôít, một bài toán 
khó đang thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học lúc đó. KUạ thay, ông đã giải 
được bài toán đó và sang hôm sau cũng khỏi luôn bệnh đau răng, ông nghĩ rằng đây là 
một thông điệp của Chúa nhắc nhở rằng ông không được quên và rời bỏ Toán học. Và 
thề là sau bốn năm đi theo con đường tín nguỡng tôn giáo, Pa-xcan lại quay về với Toán học. 

6. Không chỉ là một nhà toán học thiên tài, Pa-xcan còn là một nhà vật lí học nổi 
tiếng, là nhà văn, nhà tư tưởng lớn. Ngày nay người ta thường nhắc đến các câu nói 
của Pa-xcan như : "Con người chỉ là một cây sậy, một vật rất yếu đuối của tự nhiên, 
nhưng là một cây sậy biết suy nghĩ" và "Trái tim có những lí lẽ mà lí trí khổng giải 
thích được". 

Pa-xcan mất khi mới 39 tuổi, ông được coi là một trong những nhà bác học lớn của nhân loại. 




B. XÁC SUẤT 

Trong thực tiễn, chúng ta thường gặp những hiện tượng ngẫu nhiên. Đó là 
những hiện tượng (biến cố) mà chúng ta không thể dự báo một cách chắc chắn 
là nó xảy ra hay không xảy ra. 

Lí thuyết xác suất là bộ môn toán học nghiên cứu các hiện tượng ngẫu nhiên. 
Sự ra đời của lí thuyết xác suất bắt đầu từ những thư từ trao đổi giữa hai nhà 
toán học vĩ đại người Pháp là Pa-xcan (1623-1662) và Phéc-ma (1601-1665) 
xung quanh cách giải đáp một số vấn đề rắc rối nảy sinh trong các trò chơi cờ 
bạc mà một nhà quý tộc Pháp đặt ra cho Pa-xcan. Năm 1812, nhà toán học 
Pháp La-pla-xơ đã dự báo rằng "Môn khoa học bắt đầu từ việc xem xét các 
trò chơi may rủi này sẽ hứa hẹn trở thành một đối tượng quan trọng nhất của 
tri thức loài người". 

Ngày nay lí thuyết xác suất đã trở thành một ngành toán học quan trọng, được 
ứng dụng trong rất nhiều lĩnh vực của khoa học tự nhiên, khoa học xã hội, 
công nghệ, kinh tế, y học, sinh học,... 


BIẾN CỐ VÀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 


1. Biến cô 

a) Phép thử ngẫu nhiên và không gian mẫu 

Khi gieo một con súc sắc ( \ số chấm 
trên mặt xuất hiện được coi là kết quả 
của việc gieo súc sắc. Ta nhận thấy 
rằng rất khó đoán trước được kết quả 
của mỗi lần gieo. Nó có thể là bất kì 
một con số nào trong tập hợp {1, 2, 3, 

4, 5, 6}. Ta gọi việc gieo con súc sắc 
nói trên là một phép thử ngẫu nhiên. 




(*) Con súc sắc là một khối lập phương mà sáu mặt lần lượt có 1,2,.... 6 chấm. Mặt có k chấm gọi 
là mặt k chấm. 
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Phép thử ngẫu nhiên (gọi tắt là phép thử) là một thí nghiệm 
hay một hành động mà : 

- Kết quả của nó không đoán trước được ; 

- Có thể xác định được tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra 
của phép thử đó. 

Phép thử thường được kí hiệu bởi chữ T. 

Tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra của phép thử được gọi là 
không giạn mẫu của phép thử và được kí hiệu bởi chữ Q (đọc 
là ô-mê-ga). 


Ví dụ 1. Không gian mẫu của phép thử "Gieo một con súc sắc" là tập hợp 
Q = {1,2, 3,4, 5,6). 


Ví dụ 2. Xét phép thử T là "Gieo hai 
đồng xu (<,) phân biệt". Nếu dùng kí hiệu s 
để chỉ đồng xu lật sấp (mặt sấp xuất hiện) 
và N để chỉ đồng xu lật ngửa thì không 
gian mẫu của phép thử trên là 

Q = {SN, SS,NN,NS}. 



m Cho phép thửT là "Gieo ba đồng xu phân biệt". Hãy cho biết không gian mẫu 


của phép thử đó. 


b) Biến cố 

Ví dụ 3. Giả sử T là phép thử "Gieo một con súc sắc". 
Không gian mẫu là Q = {1, 2, 3, 4, 5,6}. 

Xét biến cố (hay sự kiện) A : "Số chấm trên mặt 
xuất hiện là một số chẵn". Ta thấy việc xảy ra hay 
không xảy ra biến cố A tuỳ thuộc vào kết quả của T. 
Biến cố A xảy ra khi và chỉ khi kết quả của T là 2, 
hoặc 4, hoặc 6. Các kết quả này được gọi là các kết 
quả thuận lợi cho A. Do đó biến cố A được mô tả bởi 
tập hợp = {2, 4, 6}, đó là một tập con của Q. 
Biến cố A được gọi là biến cố liên quan đến phép thử T. 



(*) Đồng xu là đổng tiển kim loại có hai mặt, trên một mặt có ghi giá trị của đồng tiền : người ta 
thường gọi đó là mặt ngửa. Mặt kia là mặt sấp. 
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Một cách tổng quát: 

Biến cố A liên quan đến phép thử T là biến cố mà việc xảy ra 
hay không xảy ra của A tuỳ thuộc vào kết quả của T. 

Mỗi kết quả của phép thử T làm cho A xảy ra, được gọi là một 

kết quả thuận lợi cho A. 

Tập hợp các kết quả thuận lợi cho A được kí hiệu là . Khi đó 
người ta nói biến cố A được mô tả bỏi tập Q . A . 

H2 Xét biến cố B : "Số chấm trên mặt xuất hiện là một số lẻ" và biến cố c : "Số 
chấm trên mặt xuất hiện là một số nguyên tố". Hãy viết ra tập hợp Cl B mô tả biến cố 
B và tập hợp Qe mô tả biến cố c. 

- Biến cố chắc chắn là biến cố luôn xảy ra khi thực hiện phép thử T. Biến cố 
chắc chắn được mô tả bởi tập Q và được kí hiệu là n. 

- Biến cố không thể là biến cố không bao giờ xảy ra khi phép thử T được 
thực hiện. Rõ ràng không có một kết quả thuận lợi nào cho biến cố không thể. 
Biến cố không thể được mô tả bỏi tập 0 và được kí hiệu là 0. 



2. Xác suất của biến cố 

Trong cuộc sống hàng ngày, khi nói về biến cố ta thường nói biến cố này có 
nhiều khả năng xảy ra, biến cố kia có ít khả năng xảy ra, biến cố này có nhiều 
khả năng xảy ra hơn biến cố kia. Toán học đã định lượng hoá các khả năng 
này bằng cách gán cho mỗi biến cố một số không âm, nhỏ hơn hay bằng 1 gọi 

là xác suất của hiến cố đó. Xác suất của biến cố A được kí hiệu là P(A). Nó 
đo lường khả năng khách quan sự xuất hiện của biến cố A. 

a) Định nghĩa cổ điển của xác suất 

Ví dụ 4. Giả sử T là phép thử "Gieo hai con súc sắc". Kết quả của T là cặp số 
(x; y), trong đó X và y tương ứng là kết quả của việc gieo con súc sắc thứ nhất 
và thứ hai. Các kết quả có thể xảy ra của T được cho trong bảng sau đây : 



1 

2 

3 

1 

(1;1) 

(1; 2) 

(1; 3) 

2 

(2;1) 

(2; 2) 

■am 

3 

(3; 1) 

(3; 2) 

(3; 3) 

4 

(4; 1) 

(4; 2) 

(4 ;.3) 

5 

(5; 1) 

(5; 2) 

(5; 3) 

6 

(6;1) 

(6; 2) 

(6; 3) 


(lì 4) 
(2; 4) 
(3; 4) 
(4; 4) 
(5; 4) 
(6; 4) 


5 

6 

(1;5) 

(lí 6) 

(2; 5) 

(2; 6) 

(3; 5) 

(3; 6) 

(4; 5) 

(4; 6) 

(5; 5) 

(5; 6) 

(6 ; 5) 

(6; 6) 




















































Không gian mẫu của T là Q ={(1 ; 1), (2 ; 1), (3 ; 1), (4 ; 1), (5 ; 1), (6 ; 1), 

(1 ; 6), (2 ; 6 ), (3 ; 6 ), (4 ; 6), (5 ; 6 ), (6 ; 6 )}. Phếp thử T có 36 kết quả có thể. 
Nếu con súc sắc được chế tạo cân đối thì các mặt của con súc sắc đều có cùng 
khả năng xuất hiện. Ta nói 36 kết quả của T là đồng khả năng. 

Xét biến cố A : "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc là 7". 
Tập con Q 4 các kết quả thuận lợi cho A là 

n A = {(1 ; 6 ), (2 ; 5), (3 ; 4), (4 ; 3), (5; 2 ), (6 ; 1)}. 

6 1 

Khi đó tỉ số = — được coi là xác suất của A. □ 

36 6 v 

Một cách tổng quát: 


ĐỊNH NGHĨA 

Giả sử phép thử T có không gian mẫu Q là một tập hữu hạn và 
các kết quả của T là đồng khả năng. Nếu A là một biến cố liên 
quan với phép thử T và Q A là tập hợp các kết quả thuận lợi cho 

A thì xác suất của A là một số, kí hiệu là P(A), được xác định 


bởi công thức 


P(A) = 


I Q i 


Như vậy, việc tính xác suất của biến cố A trong trường hợp này được quy về 
việc đếm số kết quả có thể của phép thử T và số kết quả thuận lợi cho A. 


CHÚ Ý 

Từ định nghĩa trên ta suy ra 

• 0 < P(A) < 1 ; 

• P(Q) = 1, P(0) = 0. 

Ví dụ 5. Một vé xổ số có 4 chữ số. Khi quay số, nếu vé bạn mua có số trùng 
hoàn toàn với kết quả thì bạn trứng giải nhất. Nếu vé bạn mua có đúng 3 chữ 
số trùng với 3 chữ số của kết quả (kể cả vị trí) thì bạn trúng giải nhì. Bạn An 
mua một vé xổ số. 

a) Tính xác suất để An trúng giải nhất. 

b) Tính xác suất để An trúng giải nhì. 
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Giải 


a) SỐ kết quả có thể là 10 4 = 10 000 và chỉ có một kết quả trùng vói số vé của 
An. Do đó xác suất trúng giải nhất của An là ' i Q = 0,0001. 


b) Giả sử số vé của An là abcd . Các kết quả trùng với đúng 3 chữ số của An 
là abct (t * d) hoặc abtd (t ^ c) hoặc atcd (t ^ b) hoặc tbcd (f ^ a ). 


Vì mỗi trường hợp trên đểu có 9 khả năng nên có 9 + 9 + 9 + 9 = 36 kết quả 
ở đó vé của An trúng giải nhì. Do đó xác suất trúng giải nhì của An là 


36 

10000 


= 0,0036. 


□ 


Ví dụ 6 . Một cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài chia thành bốn chất : rô, cơ 
(màu đỏ), pích và nhép (màu đen). Mỗi chất có 13 quân bài là : 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 
8 , 9, 10, J, Q, K, A (đọc là át). Bốn quân 2 (gồm 2 rô, 2 cơ, 2 pích và 2 nhép) 
làm thành một bộ 2 ; bốn quân 3 (gồm 3 rô, 3 cơ, 3 pích và 3 nhép) làm thành 
một bộ 3 ; ... ; bốn quân át (gồm át rô, át cơ, át pích và át nhép) làm thành 
một bộ át. 

Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài. Tính xác suất để trong 5 quân bài đó ta có 
một bộ. 



Giải 

Số kết quả có thể là C 52 • Số kết quả trong đó có một bộ 2 bằng số cách chọn 

một quân bài trong số 52 - 4 = 48 quân còn lại (không phải là quân 2). Vậy 
có 48 kết quả trong đó có một bộ 2. Tương tự có 48 kết quả trong đó có một 
bộ 3 ; ... ; có 48 kết quả trong đó có một bộ át. Vì có tất cả 13 bộ, nên số kết 
quả trong đó có xuất hiện một bộ là 13.48 = 624. Do đó, xác suất cần tìm là 

624 _ 

~ * 0,00024. □ 

C52 


* 
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b) Định nghĩa thống kê của xác suất 

Trong định nghĩa cổ điển của xác suất, ta cần giả thiết phép thử T có một số 
hữu hạn các kết quả có thể và các kết quả này là đồng khả năng. Nhưng trong 
nhiều trường hợp, giả thiết đồng khả năng không được thoả mãn. Chẳng hạn 
khi gieo một con súc sắc không cân đối thì các mặt của con súc sắc không có 
cùng khả năng xuất hiện. Trong trường hợp đó ta sử dụng định nghĩa sau đây 
gọi là định nghĩa thống kê của xác suất. 

Xét phép thử T và biến cố A liên quan đến phép thử đó. Ta tiến hành lặp đi lặp 
lại N lần phép thử T và thống kê xem biến cố A xuất hiện bao nhiẽu lần. 

SỐ lần xuất hiện biến cố A được gọi là tần số của A trong N lần 
thực hiện phép thử T. 

Tỉ số giữa tần số của A với số N được gọi là tần suất của A trong 
N lần thực hiện phép thử T. 

Người ta chứng minh được rằng khi số lần thử N càng lớn thì tần suất của A 
càng gần với một số xác định, số đó được gọi là xác suất của A theo nghĩa 
thống kê (số này cũng chính là P(Ẩ) trong định nghĩa cổ điển của xác suất). 

Như vậy, tần suất được xem như giá trị gần đúng của xác suất. Trong khoa 
học thực nghiệm, người ta thường lấy tần suất làm xác suất. VI vậy tần suất 
còn được gọi là xác suất thực nghiệm. 

Ví dụ 7. Nếu 'ta gieo một đồng xu cân đối thì xác suất xuất hiện mặt ngửa 
là 0,5. Buýp-phông (Buffon), nhà toán học người Pháp thế kỉ XVIII, đã thí 
nghiệm việc gieo đồng xu nhiều lần và thu được kết quả sau : 


Số ỉần gieo 

Tần số xuất hiện 
mặt ngửa 

Tần suất xuất hiện 
mặt ngửa 

4 040 

2 048 

0,5070 

12 000 

6 019 

0,5016 

24 000 

12 012 

0,5005 


Ví dụ 8. Một công ti bảo hiểm nhân thọ đã thống kê được trong 100 000 đàn 
ông 50 tuổi có 568 người chết trước khi bước sang tuổi 51 và trong 100 000 
phụ nữ 50 tuổi có 284 người chết trước khi bước sang tuổi 51. Khi đó xác suất 





thực nghiệm để một người đàn ông 50 tuổi chết trước khi bước sang tuổi 51 

là Y qq^qq - 0,00568 và xác suất thực nghiệm để một người phụ nữ 50 tuổi 

284 _ _ 

chết trước khi bước sang tuổi 51 là - ■ r ~/V nn = 0,00284. D 

IUUUUU 


H3J Gieo con súc sắc 50 lần. Ghi lại kết quả của việc gieo này và tính tần suất 


xuất hiện mỗi mặt 1, 2, 3,4, 5, 6 chấm. 


Số chấm xuất hiện 

Tần số 

Tần suất 

1 

: 


2 



3 



4 



5 



6 

_ 




Câu hồi và bài lập 

25. Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương không lớn hơn 50. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Gọi A là biến cố "Số được chọn là số nguyên tố". Hãy liệt kê các kết quả 
thuận lợi cho A. 

c) Tính xác suất của A. 

d) Tính xác suất để số được chọn nhỏ hơn 4. 

26. Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương nhỏ hơn 9. Tính xác suất để : 

a) SỐ được chọn là số nguyên tố; 

b) Số được chọn chia hết cho 3. 

27. Danh sách lớp của Hường được đánh số từ 1 đến 30. Hường có số thứ tự là 12. 
Chọn ngẫu nhiên một bạn trong lớp. 

a) Tính xác suất để Hường được chọn. 


* 
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b) Tính xác suất để Hường không được chọn. 

c) Tính xác suất để một bạn có số thứ tự nhỏ hơn số thứ tự của Hường 
được chọn. 

28 . Gieo hai con súc sắc cân đối. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Gọi A là biến cố "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc nhỏ 
hơn hoặc bằng 7". Liệt kê các kết quả thuận lợi cho A. Tính P(A). 

c) Cũng hỏi như trên cho các biến cố B : "Có ít nhất một con súc sắc xuất hiện 
mặt 6 chấm" và c : "Có đúng một con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm". 

29 . Chọn ngẫu nhiên 5 người có tên trong một danh sách 20 người được đánh số 
từ 1 đến 20. Tính xác suất để 5 người được chọn có số thứ tự không lớn hơn 
10 (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 


Luyện tập 

30. Chọn ngẫu nhiên 5 học sinh có tên trong một danh sách được đánh số thứ tự từ 
001 đến 199. Tính xác suất để 5 học sinh này có số thứ tự : 

a) Từ 001 đến 099 (tính chính xác đến hàng phần nghìn); 

b) Từ 150 đến 199 (tính chính xác đến hàng phần vạn). 

31. Một túi đựng 4 quả cầu đỏ, 6 quả cầu xanh. Chọn ngẫu nhiên 4 quả cầu. Tính 
xác suất để trong bốn quả đó có cả quả màu đỏ và màu xanh. 

32. Chiếc kim của bánh xe trong trò chơi "Chiếc nón kì diệu" có thể dừng lại ở 
một trong 7 vị trí với khả năng như nhau. Tính xác suất để trong ba lần quay, 
chiếc kim của bánh xe đó lần lượt dừng lại ở ba vị trí khác nhau. 

33. Gieo đồng thời hai con súc sắc cân đối. Tính xác suất để số chấm xuất hiện 
trên hai con súc sắc hơn kém nhau 2. 
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CUỐN SÁCH TIẾNG VIỆT VỀ XÁC SUẤT - THỐNG KÊ 
XUẤT BẢN LẨN ĐẦU TIÊN ỏ NƯỚC TA 


Vào năm 1948 cuốn sách "Thống kê thường thức" 
được xuất bản tại chiến khu Việt Bắc, căn cứ địa của cuộc 
kháng chiến chống Pháp (1945 -1954) của dân tộc ta. Tác 
giả của nó là cố giáo sư Tạ Quang Bửu. Lúc đó ông đang 
giữ trọng trách Thứ trưởng Bộ Quốc phòng. 

Cuốn sách dày 81 trang. Do điều kiện khó khăn của 
cuộc kháng chiến lúc đó nên nó được in trên giấy xấu, 
màu vàng nâu, sản xuất tại các xưởng thủ công trong núi 
rừng Việt Bắc. Cuốn sách trình bày các kiến thức cơ bản 
về xác suất, thống kê và những ứng dụng của môn học 



Tạ Quang Bửu 
( 1910 - 1986 ) 


này trong quân sự. Trong Lời nói đầu, tác giả viết 
"Cuộc thi đua yêu nước đặt vấn đề thống kê ra một cách 

cấp bách. Thuật thống kê phải được phổ biến. Khoa học thống kê phải được nghiên 
cứu. Các cán bộ cao cấp phải biết dùng thống kê, các cán bộ trung cấp phải biết làm 
thống kê...”. 


Giáo sư Tạ Quang Bửu là 
một nhà khoa học toàn 
năng, uyên bác, một cán 
bộ lãnh đạo có tầm nhìn 
chiến lược về các vấn đề 
khoa học và giáo dục của 
nước nhà, một nhân cách 
lớn với lối sống giản dị 
trong sáng. Trên cương vị 
Giám đốc trường Đại học 
Bách Khoa (1956 - 1961), 
Bộ trưởng Bộ Đại học và 
Trung học chuyên nghiệp 
(1965 - 1976) ông đã có 
những đóng góp quan 
trọng trong công cuộc đào 
tạo đội ngũ cán bộ khoa 
học và xây dựng nền Đại 
học Việt Nam. 


ẼSữBSm mu: 


111 ®! 


THÓNGKÊ 

TIIƯỜNG Tlrtc 


f 04* 


77 




CẮC QUY TẮC TÍNH XÁC SUẤT 


Trong tiết này ta luôn giả thiết các biến cố đang xét cùng liên quan đến phép 
thử T và các kết quả của T là đồng khả năng. 

1. Quy tắc cộng xác suất 
a) Biến cố hợp 

Cho hai biến cố A và B. Biến cố "A hoặc B xảy ra", kí hiệu là 
Au5, được gọi là hợp của hai biến cố A và B. 

Nếu Q a và fl B lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A và B thì tập 
hợp các kết quả thuận lợi cho A u B là Cì A u Q B . 

Ví dụ 1. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố "Bạn 
đó là học sinh giỏi Toán" và B là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Văn". Khi đó 
A VJ B là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Vãn hoặc giỏi Toán". 

Một cách tổng quát: 

Cho k biến cố Aị, A 2 ,...» A k . Biến cố "Có ít nhất một trong các 
biến cố Aị, A 2 ,...» A k xảy ra", kí hiệu là Aị u A 2 u ... KJ A k , 
được gọi là hợp của k biến cố đó. 

b) Biến cố xung khắc 

Cho hai biến cố A và B. Hai biến cố A và B được gọi là xung 
khắc nếu biến cố này xảy ra thì biến cố kia không xảy ra. 

Hai biến cố A và B là hai biến cố xung khắc nếu và chỉ nếu Q A n Q B = 0. 

Ví dụ 2. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố 
"Bạn đó là học sinh khối 10", B là biến cố "Bạn đó là học sinh khối 11". Khi 
đó A và B là hai biến cố xung khắc. 

M Hỏi hai biến cố A và B trong ví dụ 1 có phải là hai biến cố xung khắc hay không ? 
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c) Quy tắc cộng xác suất 

Để tính xác suất của biến cố hợp, ta cần đến quy tắc cộng xác suất sau đây : 

Nếu hai biến cố Á và B xung khắc thì xác suất để A hoặc B xảy 
ra là 

P(ẨUS) = P(A) + P(5). (1) 


Ví dụ 3. Một chiếc hộp có chín thẻ đánh số từ 1 đến 9. Rút ngẫu nhiên hai thẻ 
rồi nhân hai số ghi trên hai thẻ với nhau. Tính xác suất để kết quả nhận được 
là một số chẵn. 

Giải 

Kết quả nhận được là số chẵn khi và chỉ khi trong hai thẻ có ít nhất một thẻ 
đánh số chẵn (gọi tắt là thẻ chẵn). Gọi A là biến cố "Rút được một thẻ chẵn và 
một thẻ lẻ", B lấ biến cố "Cả hai thẻ được rút là thẻ chẵn". Khi đó biến cố 
"Tích hai số ghi trên hai thẻ là một số chẵn" làA u 5. 

Do hai biến cố A và B xung khắc, nên P(A u B) = P(A) + POB). Vì có 4 thẻ 
chẵn và 5 thẻ lẻ nên 


ta có 


Do đó 


cic 1 


20 


c 


p (A) = ^ p (B) = ^ = 

r? 36 rĩ 


D//Ì , , D\ 20 6 13 

( u - 36 + 36 _ 18 


6 

36 


Quy tắc cộng xác suất cho nhiềụ biến cố được phát biểu như sau : 


□ 


Cho k biến cố Aị,A 2 ,...,A k đôi một xung khắc. Khi đó 

P(Aj u A 2 u ... u A k ) = P(Aj) + P(A 2 ) + ... + p(4). (2) 

d) Biến cố đôi 

Cho A là một biến cố. Khi đó biến cố "Không xảy ra A'\ kí hiệu 
là A , được gọi là biến cô đối của A. 

Nếu Q. a là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A thì tập hợp các kết quả thuận 
lợi cho A là Q \ Q A . Ta nói A và A là hai biến cố đối nhau. 


«» 
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CHU Y 


Hai biến cố đối nhau là hai biến cố xung khắc. Tuy nhiên hai biến 
cố xung khắc chưa chắc là hai biến cố đối nhau. Chẳng hạn trong 
ví dụ 2, A và B là hai biến cố xung khắc nhưng không phải là hai 
biến cố đối nhau. 


ĐỊNH LÍ 


Cho biến cố A. Xác suất của biến cố đối A là 


P(Ã)= 1 -P(A). 

(3) 


Chứng minh 

Kí hiệu S = A u A. Do A và A là hai biến cô xung khắc nên theo công thức (1) 
ta có p (S) = P( A ) + P(A). Rõ ràng biến cố s luôn luôn xảy ra nên s là biến cố 
chắc chắn. Vậy P(S) = 1. Suy ra 

P(Ã)=1-P(A). □ 


H2I Xét ví dụ 3. Tính xác suất để kết quả nhận được là một số lẻ. 


Ví dụ 4. Một hộp đựng 4 viên bi xanh, 3 viên bi đỏ và 2 viên bi vàng. Chọn 
ngẫu nhiên 2 viên bi. 

a) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi cùng màu. 

b) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi khác màu. 


Giải 

a) Gọi A là biến cố "Chọn được 2 viên bi xanh", B là biến cố "Chọn được 2 
viên bi đỏ", c là biến cố "Chọn được 2 viên bi vàng" và H là biến cố "Chọn 

được 2 viên bi cùng màu". Ta có H = Au B u c và các biến cố A, B, c đôi 
một xung khắc. Vậy theo công thức (2), ta có 

p (H) = P(A u B u C) = P(A) + P(5) + P(C). 


Ta có 


Vậy 


m) ) = ắ = 4 ’ P{B) = Ể = é ’ P(C) = Ế = ề ' 

rị 36 ci 36 cí 36 


P(fl) =ẳ + ả + ả 


2 
3_ 

u 9 

_5_ 

18 ‘ 


•I 
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b) Biến cố "Chọn được 2 viên bi khác màu" chính là biến cố H . Vậy theo 
công thức (3), ta có 

P(/?)=1-P(//)=1- Ì |=||. □ 

2. Quy tắc nhân xác suất 
a) Biến cô giao 

I Cho hai biến cố A và B. Biến cố "Cả A và B cùng xảy ra", kí hiệu 
là AB, được gọi là giao của hai biến cố A và B. 

Nếu Ọ 4 và Q b lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A và B thì tập 
hợp các kết quả thuận lợi cho AB ỉà Q A n Cì B . 

Ví dụ 5. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố 
"Bạn đó là học sinh giỏi Toán", B là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Vãn". 
Khi đó AB là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi cả Văn và Toán". 

Một cách tổng quát: 

Cho k biến cố Aị, A 2 ,..., A k . Biến cố "Tất cả k biến cố 
Aị, A 2 ,...» A k đều xảy ra", kí hiệu là AịA 2 ... A k , được gọi là 

giao của k biến cô đó. 
b) Biến cô độc lập 

Hai biến cố A và B được gọi là độc lập với nhau nếu việc xảy ra 
hay không xảy ra của biến cố này không làm ảnh hưởng tới xác 
suất xảy ra của biến cố kia. 

Ví dụ 6. Xét phép thử T là "Gieo một đồng xu liên tiếp hai lần". Gọi A là biến 
cố "Lần gieo thứ nhất đồng xu xuất hiện mặt sấp", B là biến cố "Lần gieo 
thứ hai đồng xu xuất hiện mặt ngửa". Khi đó A và B là hai biến cố độc lập 
với nhau. 

Nhận xét. Nếu hai biến cố A, B độc lập với nhau thì A và B ; A và B ; A và 
B cũng độc lập với nhau. 

Một cách tổng quát : 

Cho k biến cố Aị, A 2 ,..., A k ; k biến cố này được gọi là độc lập 

với nhau nếu việc xảy ra hay không xảy ra của mỗi biến cố 
không làm ảnh hưởng tới xác suất xảy ra của các biến cố còn lại. 
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c) Quy tắc nhân xác suất 

Để tính xác suất của biến cố giao, ta cần đến quy tắc nhân xác suất sau đây. 

Nếu hai biến cố AvầB độc lập với nhau thì 

P(A5) = P(A)P(fl). (4) 


Nhận xét. Từ quy tắc nhân xác suất ta thấy : Nếu p (AB) * P(A)P(J5) thì hai 
biến cố A, B không độc lập vói nhau. 


H3 


Cho hai biến cổ A và B xung khắc. 


a) Chứng tỏ rằng P (AB) = 0. 

b) Nếu P(A) > 0 và P(ổ) > 0 thì hai biến cố AvàBcó độc lập với nhau không ? 


Ví dụ 7. Một chiếc máy cố hai động cơ I và II hoạt động độc lập với nhau. 
Xác suất để động cơ I và động cơ II chạy tốt lần lượt là 0,8 và 0,7. Hãy tính 
xác suất để : 

a) Cả hai động cơ đểu chạy tốt; 

b) Cả hai động cơ đều không chạy tốt; 

c) Có ít nhất một động cơ chạy tốt. 


Giải 

a) Gọi A là biến cố "Động cơ I chạy tốt", B là biến cố "Động cơ II chạy tốt", 
c là biến cố "Cả hai động cơ đều chạy tốt". Ta thấy A, B là hai biến cố độc lập 
với nhau và c = AB. Theo công thức (4), ta có 

P(C) = p (AB) = P(A)P(fl) = 0,8.0,7 = 0,56. 

b) Gọi D là biến cố "cả hai động cơ đều không chạy tốt". Ta thấy D = A B . 
Hai biến cố A và B độc lập với nhau nên 

P(D) = P( Ã )P( B ) = (1 - P(A)) (1 - p (B)) = 0,2.0,3 = 0,06. 

c) Gọi K là biến cố "có ít nhất một động cơ chạy tốt", khi đó biến cố đối của K 
là biến cố D. 

Do đó P(£) = 1 - P(D) = 1 - 0,06 = 0,94. □ 

Quy tắc nhân xác suất cho nhiều biến cố được phát biểu như sau : 

Nếu k biến cố A|, A 2 ,..., A k độc lập vói nhau thì 

?(A l A 2 ... A k ) = P(A 1 )P(A 2 )... p(A*). (5) 


82 


68 ĐS&GT - 11 





Câu hỏi và bài tập 

34. Gieo ba đồng xu cân đối một cách độc lập. Tính xác 
suất để: 

a) Cả ba đồng xu đều sấp ; 

b) Có ít nhất một đồng xu sấp; 

c) Có đúng một đồng xu sấp. 

35. Xác suất bắn trúng hồng tâm của một người bắn cung 
là 0,2. Tính xác suất để trong ba lần bắn độc lập : 

a) Người đó bắn trúng hồng tâm đúng một lần ; 

b) Người đó bắn trúng hồng tâm ít nhất một lần. 

36. Gieo hai đồng xu A và B một cách độc lập. Đồng xu A chế tạo cân đối. Đồng 
xu B chế tạo không cân đối nên xác suất xuất hiện mặt sấp gấp ba lần xác suất 
xuất hiện mặt ngửa. Tính xác suất để : 

a) Khi gieo hai đồng xu một lần thì cả hai đồng xu đều ngửa; 

b) Khi gieo hai đồng xu hai lần thì hai lần cả hai đồng xu đểu ngửa. 

37. Trong một bài thi trắc nghiệm khách quan có 10 câu. Mỗi câu có 5 phương án 
trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. Một học sinh không học bài nên 
làm bài bằng cách với mỗi câu đều chọn ngẫu nhiên một phương án trả lời. 
Tính xác suất để học sinh đó trả lời không đúng cả 10 câu (tính chính xác đến 
hàng phần vạn). 



Bài đọc thêm 


sử DỤNG MÁY TÍNH Bỏ TÚI TRONG TÍNH TOÁN 
TỔ HỢP VÀ XÁC SUẤT 


Khi giải các bài toán tổ hợp và xác suất, chúng ta thường phải tính các biểu thức số 
có chứa các số dạng n k , n\, A k , c k . Máy tính bỏ túi là một công cụ hỗ trợ đắc lực 
cho ta khi phải thực hiện các tính toán này. 

Đối với máy tính CASIO fx-500 MS cách dùng như sau : 

1) Để tính n k ta lần lượt ấn 

« 0*0 


«1 
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Vf dụ 1. Tính 4 10 . Ta lần lượt ấn 

40100 

Trên màn hình hiện kết quả 1048576. 

2) Để tính n! ta lần lượt ấn 

n |SHIFH ỊÃĨ 

Ví dụ 2. Tính 8 !. Ta lần lượt ấn 

8 |shiftỊ g| 0 

Trên màn hình hiện kết quả 40320. 

3) Để tính A* ta lần lượt ấn 

n |SHIFTỊ ỊnPrỊ k\=_ 

Ví dụ 3. Tính Aj 5 . Ta lần lượt ấn 

15 |SHIF~rỊ ỊnPrỊ 3 [=1 
Trên màn hình hiện kết quả 2730. 

4) Để tính c* ta lần lượt ấn 

n ỊnCrỊ kị = 

Ví dụ 4. Tính c[ị. Ta lần lượt ấn 

14 ỀS3 7 0 

Trên màn hình hiện kết quả 3432. 

Ví dụ 5. Tính hệ số của X 9 trong khai triển u - 2) 19 . 

Hệ số đó là CỊ 92 10 . Muốn tính số này ta lần lượt ấn 

19 Inõ] 1002 0 10 0 
Trên màn hình hiện kết quả 94 595 072. 

Ví dụ 6. Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài. Tính xác suất để trong 5 quân bài đó ta có một 
bộ. (Xem ví dụ 6 . §4). 

* ^ „ 624 , , .... , ... „ 

Xác suất đó là p = —T—. Đế tính sô này ta lân lượt ấn 

ch 

624 [[] 52 ỊnCrị 5 g 

Trên màn hình hiện kết quả 0,000240096. Vậy p w 0 , 00024 ! 
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Luyện tập 


38. Có hai hòm đựng thẻ, mỗi hòm đựng 12 thẻ đánh số từ 1 đến 12. Từ mỗi hòm 
rút ngẫu nhiên một thẻ. Tính xác suất để trong hai thẻ rút ra có ít nhất một thẻ 
đánh số 12. 

39. Cho hai biến cố AvầB với P(A) = 0,3 ; p (B) = 0,4 và P(Afí) = 0,2. Hỏi hai biến 
cố A và B có 

a) Xung khắc hay không ? 

b) Độc lập với nhau hay không ? 

40. Trong một trò chơi điện tử, xác suất để An thắng trong một trận là 0,4 (không 
có hoà). Hỏi An phải chơi tối thiểu bao nhiêu trận để xác suất An thắng ít 
nhất một trận trong loạt chơi đó lớn hơn 0,95 ? 

41. Gieo hai con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số chấm 
trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc bằng 8. 

42. Gieo ba con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số chấm 
trên mặt xuất hiện của ba con súc sắc bằng 9. 



XÁC SUẤT VÀ SỐ n 



1. Bằng một chiếc kim ta có thể tính gần đúng số 71 

Trên mặt phẳng ta kẻ các đường thẳng song song cách đều 
nhau một khoảng cách d. Lấy một chiếc kim có chiều dài là 

^. Tung chiếc kim đó một cách ngẫu nhiên lên mặt phẳng, 

nhà toán học Pháp Buýp-phông (Buffon) đã chỉ ra rằng xác 
suất để chiếc kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ là 
1 

P =A 

Bây giờ ta tung chiếc kim này N lần và giả sử có k lẩn chiếc 

kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ. Vì tẩn suất 

1 ~ N 

f - -77 « p = — nên ta suy ra 7U « -— • 

N y K k 



* 
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Buýp-phông đã thí nghiệm bằng cách tung một chiếc kim 2212 lần và thu được 
704 lần chiếc kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ. Do đó 

2212 

n * « 3,142045. 

Sau đó, nhà toán học Piếc-xơn (Pearson) đã tung một chiếc kim nhiều lần hơn và 
tìm được n « 3,1415929. Nếu tăng số lẩn tung chiếc kim lên thì sẽ tính gần đúng số 

K với độ chính xác cao hơn. 

2. Một tỉnh huống khác có xuất hiện số n 

Nếu ta chọn ngẫu nhiên hai số thực JC và y trong khoảng (0 ; 1) thì có thể chứng minh 
được rằng xác suất để ba số X, y và 1 là độ dài ba cạnh của một tam giác nhọn bằng 

4~7t « 1 

———. Bạn hãy mời nhiều người (càng nhiều càng tốt) và yêu cầu mỗi người chọn 

lấy hai số dương trong khoảng (0 ; 1). Sau đó, bạn yêu cầu mỗi người kiểm tra xem 
hai số đó và số 1 có là độ dài ba cạnh của tam giác nhọn không. Giả sử có n người 
nói "có" và m người nói "không". Vì tần suất /xấp xỉ xác suất nên 

- _ n 4 - n _ ( n \ 4 m 

f = —- « ———. Từ đó 71 * 4 1 --— = — -■ - ■ ■ ■ ■ • 

n + m 4 ^ n + m) n + m 

Bạn không tin hãy thử thí nghiệm xem sao ! 



BIẾN NGẦU NHIẼN RỜI RẠC 


1. Khái nỉệm biến ngẫu nhỉên rời rạc 

Ví dụ 1. Gieo đồng xu 5 lần liên tiếp. Kí hiệu Xlà số lần xuất hiện mặt ngửa. 
Đại lượng Xcó các đặc điểm sau : 

- Giá trị của Xlà một số thuộc tập {0, 1, 2, 3, 4,5} ; 

- Giá tri của Xlà ngẫu nhiên, không đoán trước được. 

Ta nói Xlà một biến ngẫu nhiên rời rạc. 

Một cách khái quát: 

Đại lượng X được gọi là một biến ngẫu nhiên rời rạc nếu nó 
nhận giá trị bằng số thuộc một tập hữu hạn nào đó và giá trị ấy là 
ngẫu nhiên, không dự đoán trước được. 
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2. Phân bố xác suất của bỉến ngẫu nhiên rời rạc 

Giả sử X là một biến ngẫu nhiên rời rạc nhận các giá trị { Xị, x 2 ,...» x n }. Để 
hiểu rõ hơn về X, ta thường quan tâm đến xác suất để X nhận giá trị x k tức là 
các sốP(X= x k )- p k vứi k= 1, 2, n. 

Các thông tin vế X như vậy được trình bày dưới dạng bảng sau đây : 


X 

*1 

x 2 

... 

x n 

p 

Pl 

Pi 

... 

Pn 


Bảng 1 

Bảng 1 được gọi là bảng phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên rời rạc X. 
Người ta chứng minh được rằng trong bảng 1, tổng các số ở dòng thứ hai bằng 
P\ + Pi + - + Pn= l - 

Ví dụ 2. Số vụ vi phạm luật giao thông trên đoạn đường A vào tối thứ bảy 
hàng tuần là một biến ngẫu nhiên rời rạc X Giả sửx có bảng phân bố xác shất 
như sau : 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

p 

0,1 

0,2 

0,3 

0,2 

0,1 

0,1 


Bảng 2 


Nhờ bảng 2 ta biết được chẳng hạn xác suất để tối thứ bảy trên đoạn đường A 
không có vụ vi phạm luật giao thông nào là 0,1 và xác suất để xảy ra nhiều 
nhất một vụ vi phạm luật giao thông là 0,1 + 0,2 = 0,3. 



Tính xác suất để tối thứ bảy trên đoạn đường A : 


a) Có hai vụ vi phạm luật giao thông; 

b) Có nhiều hơn ba vụ vi phạm luật giao thông. 


Ví dụ 3. Một túi đựng 6 viên bi đỏ và 4 viên bi xanh. Chọn ngẫu nhiên 3 viên 
bi. Gọi Xlà số viên bi xanh trong 3 viên bi được chọn ra. Rõ ràng X là biến 
ngẫu nhiên rời rạc nhận giá trị trong tập {0, 1,2, 3}. 
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Để lập bảng phân bố xác suất của X ta phải tính các xác suất P(X= 0), P(X= 1), 
P(X= 2) và ?(X= 3). 


Số trường hợp có thể là Cjo = 120. 

Ta có P(X = 0) là xác suất chọn được cả 3 viên bi đỏ. Số cách chọn 3 viên bi 

đỏlàcị =20.VậyPỢr=0)=^ = i- 

Ta có P(X= 1) là xác suất để chọn được 1 viên bi xanh và 2 viên bi đỏ. Ta có 
C 4 = 4 cách chọn 1 viên bi xanh và Cộ =15 cách chọn 2 viên bi đỏ. Theo 
quy tắc nhân, ta có 4.15 = 60 cách chọn 1 viên bi xanh và 2 viên bi đỏ. Vậy 


P(X=Ì) = 


60 _ 1 
120 “ 2 ’ 


□ 


H2| Hãy tính P(X = 2) và p(x = 3) rồi lập bảng phân bố xác suất của X 


3. Kì vọng 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị là 
{ Xị, x 2 ,x n }. Kì vọng của X, kí hiệu là ECO, là một số được 
tính theo công thức 

ECO = XịP\ + X2P2 + + X nPn = T J x iPi ’ 

i -1 

ở đó Pị =P(X = ^.),(i=l,2 ,...,n). 


Ý nghĩa : ECO là một số cho ta một ý niệm về độ lớn trung bình của X Vì thế 

kì vọng EỢỘ còn được gọi là giá trị trung bình của X 

Nhận xét. Kì vọng của X không nhất thiết thuộc tập các giá trị của X. 

Ví dụ 4. Gọi Xìầ số vụ vi phạm luật giao thông trong đếm thứ bảy ở đoạn 
đường A nói trong ví dụ 2. Tính E(X). 

Giải 

Ta có ECO = 0 . 0,1 + 1 . 0,2 + 2 .0,3 + 3. 0,2 + 4. 0,1 + 5. 0,1 = 2,3. 


* 
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(Như vậy ở đoạn đường A mỗi tối thứ bảy có trung bình 2,3 vụ vi phạm luật 
giao thông). □ 

4. Phương sai và độ lệch chuẩn 

a) Phương sai 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho Xlà biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị là {x ì ,x 2 ,..., x n Ị. 
Phương sai của X, kí hiệu là V(A), là một số được tính theo công thức 
V(X) = (x { - ỊU) 2 P ì + (x 2 - jufp 2 + ••• + ( x n - pỸPn 

= Ys x i -MỶPn 

i=ì 

ở đó Pị = P(X = Xị) (i = 1, 2, n) và ỊJ. - E^. 

Ý nghĩa : Phương sai là một số không âm. Nó cho ta một ý niệm về mức độ 
phân tán các giá trị của X xung quanh giá trị trung bình. Phương sai càng lớn 
thì độ phân tán này càng lớn. 

b) Độ lệch chuẩn 

ĐỊNH NGHĨA 

Căn bậc hai của phương sai, kí hiệu là ơ(Ẵ), được gọi là độ lệch 
chuẩn của X, nghĩa là 

<T(X) = JvỢQ. : 

Ví dụ 5. Gọi Xlà số vụ vi phạm luật giao thông vào tối thứ bảy nói trong ví dụ 2. 
Tính phương sai và độ lệch chuẩn của X 

Giải 

Từ ví dụ 4 ta có JU = E(3Ộ = 2,3. Từ cống thức tính phương sai, ta có 
V(X) = (0 - 2,3 ) 2 .0,1 + (1 - 2,3 ) 2 .0,2 + (2 - 2,3 ) 2 .0,3 + (3 - 2,3) 2 .0,2 
+ (4 - 2,3) 2 .0,1 + (5 - 2,3) 2 .0,1 = 2,01. 

Độ lệch chuẩn là ơ(X) = ^2,01 « 1,418 □ 



é 
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CHÚ Ý 

Có thể chứng minh được rằng 


( 1 ) 


V(X)=ỵxf Pi -ụ 2 . 

/ = 1 

Trong thực hành, ta thường dùng công thức (1) để tính phương sai. 

Ví dụ 6. Dùng công thức (1) để tính phương sai của số vụ vi phạm luật giao 
thông trong ví dụ 2, ta có 

V(X) = 0 2 .0,1 + 1 2 .0,2 + 2 2 .0,3 + 3 2 .0,2 + 4 2 .0,1 + 5 2 .0,1 - (2,3) 2 = 2,01. 


Câu hỏi và bài tập 

43. Một cuộc điều tra được tiến hành như sau : Chọn ngẫu nhiên một bạn học sinh 
trên đường và hỏi xem gia đình bạn đó có bao nhiêu người. Gọi X là số người 
trong gia đình bạn học sinh đó. Hỏi X có phải là biến ngẫu nhiên ròi rạc không ? 
Vì sao ? 

44. Chọn ngẫu nhiên một gia đình trong số các gia đình có ba con. Gọi Xlà số con 
trai trong gia đình đó. Hãy lập bảng phân bố xác suất của X (giả thiết rằng xác 
suất sinh con trai là 0,5). 

45. SỐ ca cấp cứu ở một bệnh viện vào tối thứ bảy là một biến ngẫu nhiên rời rạc X 
có bảng phân bố xác suất như sau : 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

p 

0,15 

0,2 

0,3 

0,2 

0,1 

0,05 


Biết rằng, nếu có hơn 2 ca cấp cứu thì phải tăng cường thêm bác sĩ trực. 

a) Tính xác suất để phải tăng cường thêm bác sĩ trực vào tối thứ bảy. 

b) Tính xác suất để xảy ra ít nhất một ca cấp cứu vào tối thứ bảy. 

46. SỐ cuộc điện thoại gọi đến một tổng đài trong khoảng thời gian 1 phút vào 
buổi trưa (từ 12 giờ đến 13 giờ) là một biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân 
bố xác suất sau : 
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X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

p 

0,3 

0,2 

0,15 

0,15 

0,1 

0,1 


Tính xác suất để trong khoảng thời gian từ 12 giờ 30 phút đến 12 giờ 31 phút 
có nhiều hơn 2 cuộc gọi. 

47 . Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 44 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 

48 . Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 45 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 

49 . Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 46 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Bài đọc thêm 




LIÊN HỆ GIỮA BIẾN NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 
VÀ THỐNG KÊ 


Xét dấu hiệu X với tập giá trị hữu hạn { Xị , x 2 . x n }. Giả sử trẽn một mẫu điểu tra 

kích thước N về dấu hiệu X ta thấy có ìĩị số liệu có giá trị Xị 0 = 1,2,..., rì), tức là 

giá trị Xị có tần số ìiị . Tần suất của giá trị Xị là fi = ' 

Khi đó bảng phân bố tần suất của mẫu số liệu trên là 


Giá trị X 

x ì 

x 2 

... 

x n 

Tần suất/ 

/l 

Ĩ2 

... 

fn 


Có thể coi dấu hiệu X nói trên là một biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị { Xị , x 2 x n }. 
Giả sử phân bố xác suất của X là 


X 

x l ■ 

x 2 


x n 

p 

P\ 

1 

P2 

... 

Pn 


Chúng ta đã biết rằng tần suất fị là một giá trị gần đúng của xác suất Pị . Do đó 
bảng phân bố tần suất của mẫu sổ liệu cho ta một "hình ảnh" gần đúng về bảng 
phân bố xác suất của X 
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số trung bình của mẫu số liệu là 


n 


E tlịXị 

1 1 n n 



n n 

Vì fi~ Pi nên T = Ỵ^Xịỷị * Ỵ^XịPị = E(X). 

Í=1 i=\ 


Như vậy, số trung bình của mẫu số liệu là một giá trị gần đúng của kì vọng của X 
Tương tự, phương sai của mẫu số liệu là 


j(Xị - x ) 2 

° 2 = —= Ỷsdi-ìỶíi «ẳ<*i -rì 2 p .= 

/=l i=l 

ởđóp = E(X). 

Vậy phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu là các giá trị gần đúng của 
phương sai và độ lệch chuẩn của X 


Luyện tập 

50. Chọn ngẫu nhiên 3 đứa trẻ từ một nhóm trẻ gồm 6 trai và 4 gái. Gọi Xlà số bé 
gái trong số 3 đứa trẻ được chọn. Lập bảng phân bố xác suất của X 

51. Số đơn đặt hàng đến trong một ngày ở một công ti vận tải là một biến ngẫu 
nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

p 

0,1 

0,2 

0,4 

0,1 

0,1 

0,1 


a) Tính xác suất để số đơn đặt hàng thuộc đoạn [1 ; 4]. 

b) Tính xác suất để có ít nhất 4 đơn đặt hàng đến công ti đó trong một ngày. 

c) Tính số đơn đặt hàng trung bình đến công ti đó trong một ngày. 

52. Cho biến ngẫu nhiên ròi rạc X có bảng phân bố xác suất như sau : ' 


X 

0 

1 

2 

3 

‘4 

5 

6 

7 

8 

9 

p 

0,01 

0,05 

0,1 

0,14 

0,18 

0,25 

0,15 

0,07 

0,04 

0,01 


a) Tính P(2 <X<1). 

b) Tính P(X> 5). 
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53. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 


X 

0 

1 

2 

3 

p 

1 

28 

15 

56 

27 

56 

3 

14 


Tính E(X), V(JỘ và ơ(JỘ (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 

54. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 


X 

15 

18 

21 

24 

p 

3 

14 

27 

56 

15 

56 

1 

28 


Tính ECO, vco và a(X) (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 


Câu hỏi và bài tập ftn tập chuang II 

55. Từ các chữ số 0, 1,2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chẵn có ba chữ số 
(không nhất thiết khác nhau) ? 

56. Từ các chữ số 1,2, 3,4,5 có thể lập nên bao nhiêu số chẵn có ba chữ số khác nhau ? 

57. Xét sơ đồ mạng điện (h. 2.4) có 9 công tắc, trong đó mỗi công tắc có hai trạng 
thái đóng và mở. 

a) Hỏi mạng điện có thể có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên ? 

b) Hỏi mạng điện có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên để thông mạch 
từ A đến B (tức là có dòng điện đi từ A đến B) ? 



Hình 2.4 


58. Trong không gian cho tập hợp gồm 9 điểm trong đó không có 4 điểm nào 
đồng phẳng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tứ diện với các đỉnh thuộc tập hợp 
đã cho ? 
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59. Một câu lạc bộ có 25 thành viên. 

a) Có bao nhiêu cách chọn 4 thành viên vào uỷ ban Thường trực ? 

b) Có bao nhiêu cách chọn Chủ tịch, Phó Chủ tịch và Thủ quỹ ? 

60. Tìm hệ số của x 8 ỵ 9 trong khai triển của(3jc + 2y) 17 . 

61. Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên bé hơn 1000. Tính xác suất để số đó : 

a) Chia hết cho 3 ; 

b) Chia hết cho 5. 

62. Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài trong cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài. Tính xác 
suất để trong 5 quân bài này có quân 2 rô, quân 3 pích, quân 6 cơ, quân 10 
nhép và quân K cơ. 

63. Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài trong cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài. Tính xác 
suất để trong 5 quân bài này có ít nhất một quân át (tính chính xác đến hàng 
phần nghìn). 

64. Có hai hòm, mỗi hòm chứa 5 tấm thẻ đánh số từ 1 đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 
mỗi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên hai tấm thẻ rút ra 
không nhỏ hơn 3. 

65. Có ba hòm, mỗi hòm chứa 5 tấm thẻ đánh sò từ 1 đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 
mỗi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để : 

a) Tổng các số ghi trên ba tấm thẻ rút ra không nhỏ hơn 4 1 

b) Tổng các số ghi trên ba tấm thẻ rút ra bằng 6 . 

66 . SỐ lỗi đánh máy trên một trang sách là một biến ngẫu nhiên rời rạc X có bảng 
phân bố xác suất như sau : 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

p 

0,01 

0,09 

0,3 

0,3 

0,2 

0,1 


Tính xác suất để : 

a) Trên trang sách có nhiều nhất 4 lỗi; 

b) Trên trang sách có ít nhất 2 lỗi. 

67. Có hai túi: túi thứ nhất chứa ba tấm thẻ đánh số 1, 2, 3 và túi thứ hai chứa bốn 
tấm thẻ đánh số 4, 5, 6, 8. Rút ngẫu nhiên từ mỗi túi một tấm thẻ rồi cộng hai 
số ghi trên hai tấm thẻ với nhau. Gọi ATà số thu được. 

a) Lập bảng phân bố xác suất của X 

b) Tính E(X). 
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68 . Một nhóm có 7 người, trong đó gồm 4 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên 3 người. 
Gọi Xlà số nữ trong 3 người được chọn. 

a) Lập bảng phân bố xác suất của X 

b) Tính EỢO và V(X) (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 

Trong các bài từ 69 đến 73, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 

69. Trong các số nguyên từ 100 đến 999, số các số mà các chữ số của nó tăng dần 
hoặc giảm dần (kể từ trái sang phải) bằng 

(A)120; (B)168; (C)204; (D)216. 

70. Một đội xây dựng gồm 10 công nhân, 3 kĩ sư. Để lập một tổ công tác, cần 
chọn một kĩ sư làm tổ trưởng, một công nhân làm tổ phó và 5 công nhân làm 
tổ viên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 

(A) 3780; (B) 3680; (C) 3760; (D) 3520. 

71. Với các chữ số 0, 1,2, 3,4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chẵn gồm 5 chữ 
số đôi một khác nhau (chữ số đầu tiẽn phải khác 0 ) ? 

(A) 1250; (B) 1260; (C) 1280; (D) 1270. 

72. Hệ số của X 9 sau khi khai triển và rút gọn đa thức 

(l + *) 9 + (l + *) 10 + --- + (l + jt ) 14 
là 

(A) 3001 ; (B) 3003; (C) 3010; (D) 2901. 

73. Hai xạ thủ độc lập với nhau cùng bắn vào một tấm bia. Mỗi người bắn một 
viên. Xác suất bắn trúng của xạ thủ thứ nhất là 0,7 ; của xạ thủ thứ hai là 0,8. 
Gọi Xlà số viên đạn trúng bia. Tính kì vọng của X 

(A) 1,75; (B) 1,5; (C) 1,54; (D) 1,6. 


«1 


95 



□fìy sd . cứp sú conG vtì sơ nf+fìn 



Chuông này giới thiệu một loại hàm số mói - Dăy số, và 
đồng thòi giúp học sinh tìm hiểu một sô' vấn đề đon giản 
xung quanh hai loại dãy số đặc biệt - Cấp số cộng và 
cấp số nhản. Cũng trong chuông này, chúng ta sẽ làm 
quen với một phuong pháp chúng minh mới - Phuơng 
pháp quy nạp toán học. 

Hi vọng rằng, việc vận dụng kiến thức trong chuông để 
giải quyết các bài toán đuợc đặt ra ỏ các môn học cũng 
nhu trong thục tế cuộc sống sẽ mang lại nhiều điéu bổ 
ích và lí thú. 
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PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 


1. Phương pháp quy nạp toán học 

Trong nhiều lĩnh vực khác nhau của toán học (số học, đại số, hình học, 
giải tích, ...), ta thường gặp những bài toán với yêu cầu chứng minh mệnh đề 
chứa biến A(n) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên dương của biến n. 

Xét bài toán : Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 

1.2 + 2.3 + ... + n(n + 1) = n(n + ý + 2) . ( 1 ) 

HI a) Hây kiểm tra đẳng thức (1) khin = 1. 

b) Em có thể kiểm tra đẳng thức (1) với mọi giá trị nguyên dương của nhay không ? 

Nhận thấy, ta có thể chứng minh được khẳng định sau : 

"Với k là một số nguyên dương tuỳ ý, nếu (1) đã đúng khi n = k thì nó cũng 
đúng khi n = k + 1 ." 

Điều đó có nghĩa là : "Nếu ta đã có 

1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1) = M ± + 2 > ( 2 ) 

thì ta cũng sẽ có 

1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1) + + 1 )(£ + 2) = + 2 )(£+ 3 ) . 

Thật vậy, theo (2) ta có 

1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1) + (k + ì)(k + 2) = k{k + ì ị {k - 2) + (k+m + 2) 

(k + ì)(k + 2)(k + 3) 

3 

Nhờ việc kiểm nghiệm (1) đúng khi n= 1 và kết quả vừa chứng minh trên, ta 
có thể suy ra ( 1 ) đúng với mọi giá trị nguyên dương của n. 
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Thật vậy, vì (1) đúng khi n = Ị nên theo kết quả vừa chứng minh trên, nó 
cũng đúng khi n = 1 + 1 = 2. Tương tự như thế, vì đúng khi n = 2 nên nó 
sẽ đúng khi n = 2 + 1 = 3 ; và đo đã đúng khi n = 3 nên nó phải đúng khi 
« = 3+1=4;.... Tiếp tục quá trình suy luận đó, ta đi đến kết luận (1) đúng 
với mọi giá trị nguyên dương của n. Bài toán được giải quyết. 

Một cách khái quát: 

Để chứng minh mệnh đề chứa biến A(n) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị 
nguyên dương của n, ta thực hiện hai bước sau : 

• Bước 1 (bước cơ sở, hay bước khởi đầu). Chứng minh A(n) là một mệnh đề 
đúng khi n- ì. 

• Bước 2 (bước quy nạp, hay bước "di truyền"). Với Ả: là một số nguyên dương 
tuỳ ý, xuất phát từ giả thiết A(n) là một mệnh đề đúng khi n = k, chứng minh 
A(n) cũng là một mệnh đề đúng khi n = k + 1. 

Người ta gọi phương pháp chứng minh vừa nêu trên là phương pháp quy nạp 
toán học (hay còn gọi tắt là phương pháp quy nạp). Giả thiết được nói tói ở 
bước 2 gọi là giả thiết quy nạp. 


2. Một số ví dụ áp dụng 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 


,3.-3 3 n 2 (n +l ) 2 

1+2 +... + « = : 7 


(3) 


Giải 

Ta sẽ giải bài toán bằng phương pháp quy nạp. 
• Với n= 1, ta có 

I 3 = 1 = 12(1 Ị 1)2 . 


Như vậy, (3) đúng khi n = \. 

• Giả sử (3) đúng khi n = k, k <E N*, tức là 


3 -3 . ,3 k 2 (k + l ) 2 

r + 2 + ... + k = — .— 


ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi n = k + 1 , tức là 

3 -3 . ,3 . /7 . . 1N 3 (k + ỉỷ(k + 2Ý 

1 + 2 + ... + k + (k + 1 ) = --——7—-- 


«1 
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Thật vậy, từ giả thiết quy nạp, ta có 

l 3 + 2 3 + ... + i 3 + (*+l) 3 = * 2( * + 1)2 + (k + l) 3 

= «±Ể-. {k * + 4k + 4) = íì- t .. 1 ) 2 ;* ± 2 > 2 


Vậy (3) đúng với mọi số nguyên dương n. 


H2| Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 

1 + 3 + 5 + ... + ( 2/1 - 1) = n 2 . 


H3| Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 

2 


2 . o 2 . . 1 \2 . n(4n -1 ) 


r+ 3 z + ... + (2«- l) z = 


□ 


CHÚ Ý 

Trong thực tế, ta còn gặp các bài toán với yêu cầu chứng minh 
mệnh đề chứa biến A(n) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị 
nguyên dương n > p, trong đó p là một số nguyên dương cho trước. 
Trong trường hợp này, để giải quyết bài toán đặt ra bằng phương 
pháp quy nạp, ở bước 1 ta cần chứng minh A(n) là mệnh đề đúng 
khi n = p và ở bước 2 , cần xét giả thiết quy nạp với k là số nguyên 
dương tuỳ ý lớn hơn hoặc bằng p. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n > 3, ta luôn có 

2 n > 2n+ì. (4) 

Giải 

Ta sẽ giải bài toán bằng phương pháp quy nạp. 

• Với n = 3, ta có 

2 n = 2 3 = 8 và 2 n + 1 = 2.3 + 1 = 7. 

Rõ ràng 8 > 7, và do đó (4) đúng khi n = 3. 

• Giả sử(4) đúng khi n- k , k E N*và k> 3, tức là 

2 k > 2k + 1, 

ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi n = k + 1 , tức là 

2 k+ỉ > 2(k + 1) + 1. 
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Thật vậy, từ giả thiết quy nạp, ta có 

2 k+l = 2.2* > 2(2k + 1) = 4ỈC + 2 > 2k + 3 = 2(*+l) + l. 
Vậy (4) đúng với mọi số nguyên dương 22 > 3. □ 


Câu hỏi vằ bài tập 


1 . 


2 . 


3 . 


Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 22 , ta luôn có đẳng thức sau : 

, . - . „ 22(22 + 1) 

1+2 + 3 + ... + /2 = - - - • 

2 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 22 , ta luôn có đẳng thức : 

2 2 + 4 2 +... + (2n) 2 = 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 22 , ta luôn có bất đẳng thức : 

1 + —+ ... + — 7= < 2 . 

v2 4n 


4 . Chứng minh rằng với mọi số nguyên n > 2, ta luôn có đẳng thức sau : 


( 0 

( n 


f 1 ì 

1 -- 

- - 


1 __L 

l 4j 

l 


2 

'v n ) 


5. Cho 22 là một số nguyên lớn hơn 1. Hãy chứng minh bất đẳng thức sau : 


6 . 


11. 1 13 

— ___ + — —— + ... + —— > —• • 

22 + 1 22 + 2 2n 24 

Với mỗi SỐ nguyên dương 22 , đặt u n = 7.2 2n ~ 2 + 3 2n ~ l . Chứng minh rằng với 
mọi số nguyên dương 22 , ta luôn có u n chia hết cho 5. 


7. Cho số thực X > - 1. Chứng minh rằng 

(1 + x) n > 1 + nx 
với mọi số nguyên dương 22 . 

8 . Một học sinh chứng minh mộnh đề "Với k là một số nguyên dương tuỳ ý, nếu 
s k + 1 chia hết cho 7 thì 8 * + 1 + 1 cũng chia hết cho 7" như sau : 


«1 
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Ta có : 8* + 1 + 1 = 8(8* + 1) - 7. Từ đây và giả thiết "8* + 1 chia hết cho 7", 
hiển nhiên suy ra 8* + 1 + 1 chia hết cho 7. 

Hỏi từ chứng minh trên, bạn học sinh đó có thể kết luận được "8” + 1 chia-hết 
cho 7 với mọi ne N * " hay không ? Vì sao ? 



DÃY số 



1. Định nghĩa và ví dụ 


Ở các lớp dưới, qua việc giải bài tập, ta đã làm quen với khái niệm dãy số. Khi 
đó, nói tới dãy số ta hiểu đó là kết quả thu được khi viết liên tiếp các số theo 
một quy tắc nào đó. Chẳng hạn, khi viết liên tiếp các luỹ thừa với số mũ tự 

nhiên của -J, theo thứ tự tăng dần của số mũ, ta được dãy số: 


(-0° r-iV 

uJ ’UJ 


í 



V 


2.) 


f-i V 

~2 ’ 
V z ) 




( 1 ) 


Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu u n là số nằm ở vị trí thứ n (kể từ trái qua 
phải) của dãy số (1), ta có 


u n = 


Í-TT 1 

2 J 


Điều đó cho thấy dãy sô (1) thể hiện một quy tắc mà nhờ nó, ứng với mỗi số 
nguyên dương n, ta xác định được duy nhất một số thực u n . Vì thế, ta có thể 
coi dãy số (1) là một hàm số xác định trên tập hợp các sô nguyên dương. 


ĐỊNH NGHĨA 1 

Một hàm số u xác định trên tập hợp các số nguyên dương N * 
được gọi là một dãy số vô hạn (hay còn gọi tắt là dãy số). 

Mỗi giá trị của hàm số u được gọi là một sô'hạng của dãy số ; u( 1) được gọi là 
số hạng thứ nhất (hay số hạng đầu ); u( 2) được gọi là số hạng thứ hai ;.... 
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Người ta thường kí hiệu các giá trị w(l), u( 2),... tương ứng bởi Uj ,u 2 ,.... 

Ví dụ 1. Hàm số u{n) = ——, xác định trên tập N*, là một dãy số. Dãy số 
này có vô số số hạng : 

11 1 
M 1 - 2 * u 2~ 3 ’ m 3 - 4 »••• • 

ÍHÌl Hãy xác định các số hạng thứ 9, thứ 99 và thứ 999 của dãy số ỏ ví dụ trên. 


Kí hiệu. Người ta thường kí hiệu dãy số u = u{n ) bởi ( u n ), và gọi u n là sô' 
hạng tổng quát của dãy số đó. 

Người ta cũng thường viết dãy số (u n ) dưới dạng khai triển : 


tíị 5 u 2 ì ... > u n , ... . 


Chẳng hạn, có thể kí hiệu dãy số ở ví dụ 1 bởi 
dưới dạng khai triển ta được : 


U-l 

l n + i J 


; và khi viết dãy số đó 


1*1 1 1 

2’ 3 ’ 4”"* /1 + r 


CHÚ Ý 

Người ta cũng gọi một hàm số u xác định trên tập hợp gồm m số 
nguỵên dương đầu tiên (m tuỳ ý thuộc N*) là một dãy số. Rõ ràng, dãy 

số trong trường hợp này chỉ có hữu hạn số hạng (m số hạng : Uỵ,u 2 , 
..., U m ) Ị vì thế, người ta còn gọi nó là dãy số hữu hạn ; Uị gọi là số 
hạng đầu và u m gọi là sô' hạng cuối. 

Ví dụ 2. Hàm số u{n) - n 3 , xác định trên tập hợp M = { 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5}, là một 
dãy số hữu hạn. Dãy số này có năm số hạng : 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

u n 

1 

8 

27 

64 

125 


1 là số hạng đầu và 125 là sô'hạng cuối. 

Viết dãy số trên dưới dạng khai triển ta được : 

1,8, 27, 64,125. 



2. Các cách cho một dãy số 

Một dãy số được coi là xác định nếu ta biết cách tìm mọi số hạng của dãy số 
đó. Từ đó, người ta thường cho dãy số bằng một trong các cách sau : 

Cách 1: Cho dãy số bởi công thức của số hạng tổng quát. 

ọ Ỵị — J 

Chẳng hạn : "Cho dãy số ( u n ) với u„ = ' — 

3 n +1 

H2ị Hãy tìm các số hạng «33 và «333 của dãy số vừa nêu trên. 

Cách 2 : Cho dãy số bởi hệ thức truy hồi (hay còn nói : Cho dãy số bằng 
quy nạp). 

Ví dụ 3, Xét dãy số («„) xác định bởỉ: Uị = 1 và với mọi n > 2 

U n = 2u n _ 1 + 1. (2) 

Rõ ràng, vói cách cho như trên, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số («„): 

- Do «! đã biết nên áp dụng (2) cho n- 2 ta tìm được «2 

«2 = 2«! + 1= 2.1 + 1= 3; 

- Vì biết «2 nên áp dụng (2) cho n = 3 ta tìm được «3 

«3 = 2«2 + 1 — 2.3 + 1 = 7 ; .... 

Tiếp tục quá trình trên ta sẽ tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số («„). 

Ví dụ 4. Xét dãy số (v rt ) xác định bởi: Vị =.-1, v 2 = 2 và với mọi n > 3 

= V „-1 + 2 v „_ 2 . ( 3 ) 

Phân tích tương tự như đối với dãy số (u n ) ở ví dụ 3, sẽ thấy : Với cách cho 
như trên, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số (v„). 

H31 Vói (v„) là dây số cho ỏ ví dụ 4, hãy tìm v 4 . 


Ngưòi ta nói các dãy số («„) và (v n ) ở ví dụ 3 và ví dụ 4 là những dãy số được 
cho bởi hệ thức truy hồi. Các hệ thức (2) và (3) gọi là hệ. thức truy hồi. 


Cách 3 : Diễn đạt bằng lời cách 
xác định mỗi số hạng của dãy số. 

Ví dụ 5. Cho dãy số (u n ) với u n là 

độ dài của dây cung AM n trong 
hinh3.1. 



B o A 


Hình 3.1 


* 
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CHÚ Ý 

Một dãy số có thể cho bằng nhiều cách. Chẳng hạn, dãy số ( u n ) ở 
ví dụ 3 có thể cho bởi công thức của số hạng tổng quát như sau : 

u n = 2 n - 1 , n € N*. 

H4| Hãy tìm công thức của sổ hạng tổng quát của dãy số (u n ) ỏ ví dụ 5. 

3. Dãy số tăng, dãy số giảm 

ĐỊNH NGHĨA 2 

Dãy số (w„) được gọi là dãy số tăng nếu với mọi n ta có u n < u n+ ị. 
Dãy số (u n ) được gọi là dãy số giảm nếu với mọi n ta có u n > u n+] . 

Ví dụ 6 

a) Dãy sô ( u n ) với u n = n là một dãy sô tăng, vì với mọi n ta luôn có 

u n = n < (n + 1) = u n + Ị. 

b) Dãy số ( u n ) ở ví dụ 1 là một dãy số giảm, vì với mọi n ta luôn có 

1 1 

« + 1 > n + 2 + 

H5| Hãy cho một VI' dụ về dãy số tăng, một ví dụ về dãy số giảm và một ví dụ về 
dãy sổ không tăng cũng không giảm. 

4. Dãy số bị chặn 

ĐỊNH NGHĨA 3 

a) Dãy số (u n ) được gọi là dãy số bị chặn trên nếu tồn tại một 
số M sao cho 

V/I e N*, u n < M. 

b) Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số bị chặn dưới nếu tồn tại một 
số m sao cho 

Vrt e N*, u n > m. 

c) Dãy số (u n ) được gọi là dãy số bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên, 
vừa bị chặn dưới; nghĩa là, tồn tại một số M và một số m sao cho 

Vrt e N*, m < u n < M. 
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Ví dụ 7 

a) Dãy số (u n ) nói tới ở phần a) ví dụ 6 là dãy số bị chặn dưới, vì 

V /2 € N *, u n > 1. 

Tuy nhiên, dãy số đó không bị chặn trên, vì không có số M để cho 
V/z € N*, u n < M. 

2 n — 1 

b) Dãy số ( u n ) vói u n = ■ là dãy số bị chặn, vì với mọi n e N* ta luôn có 

,.2/2-1 _ 3 ■ _ 

0 < ■ = 2 - —< 2. 

/2 + 1 /2 + 1 

H6Ị Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây: 

a) Mỗi hàm số là một dãy số. 

b) Mỗi dãy số là một hàm số. 

c) Mỗi dãy số tăng là một dãy số bị chặn dưới. 

d) Mỗi dãy sô giảm là một dãy số bị chặn trên. 

e) Nếu (u n ) là một dãy số hữu hạn thì tồn tại các hằng số m và M, với m < M, 
sao cho tất cả các số hạng của ( u n ) đều thuộc đoạn [m ; M]. 

Câu hốl và bài tập 

9. Tìm 5 số hạng đầu của mỗi dãy số sau : 

2^2 o 

a) Dãy số ( u n ) với u n = —- ; 

n 

2 nn ._2/27Ĩ 

b) Dãy số (u n ) với u n = sin -Ị- + cos-^- ; 

c) Dãy số ( u n ) với u n = (- 1)”. \ỊÃ? . 

10. Tìm số hạng thứ 3 và số hạng thứ 5 của mỗi dãy số sau : 

a) Dãy số (u n ) xác định bởi: 

Uị = 0 và u n - —-- với mọi rì > 2 ; 

u n-\ + 1 

b) Dãy số (u n ) xác định bởi: 

wỊ — 1, u 2 = -2 và u n = u n _ị - 2u n ~2 với mọi /2 > 3. 
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11. Cho hình vuông AịBịCịDị có 
cạnh bằng 6cm. Người ta dựng 
các hình vuông A 2 B 2 C 2 P 2 , 

A 3 B 3 C 3 D 3’ •••» A n B n C rPrv theo 
cách sau : Với mỗi n- 2, 3, 4, ... 

lấy các điểm C n và D n 

tương ứng trên các cạnh A n _ịB n „ x , 

n -\, C n _ Ị D n _J va D n _ ịA n _| 

sao cho VA = lem vầA n B n C n D n 
là một hình vuông (h. 3.2). 

Xét dãy số ( u n ) với u n là độ dài 
cạnh của hình vuông A n B n C n D n . 

Hãy cho dãy số («„) nói trên bởi 
hệ thức truy hồi. 



12. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi: 

Uị = 1 và u n = 2 u n _ ị + 3 với mọi n > 2. 

Bằng phương pháp quy nạp, chứng minh rằng với mọi n > 1 ta có u n - 2 n + - 3. 

13. Hãy xét tính tăng, giảm của các dãy số sau : 

", 3 2 - _ 

a) Dãy sô (w, ? ) với u n - n -3n + 5n - 7 ; 

,, /2 + 1 

b) Dãy sô (+„) với = —— ; 


c) Dãy số (ứ n ) với a n = + 1 - Vn . 

Hướng dẫn : 

a) Xét hiệu + Ị - u n . 

b) Xét tỉ số —— • 


c) Viết lại công thức xác định dưới dạng 

1 


a n = 


yỊn + 1 + \/ÃĨ 


Tiếp theo, xét tỉ số —— ■ 

^«+1 

14. Chứng minh rằng dãy số (m„) với 

_ 2/7 + 3 
3n+~2 

là một dãy số giảm và bị chặn. 
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Bài đoc thêm 


DÃY SỐ PHI-BÔ-NA-XI 


Phi-bô-na-xi (Fibonacci) (còn có tên là Lê-ô-na-đô Đa 
Pi-da (Leonarda da Pisa)) là một nhà toán học nổi 
tiếng người l-ta-li-a. Trong cuốn sách Li-bơ A-ba-xi 
(Liber Abacci - Sách về toán đồ), do ông viết vào 
năm 1202, có bài toán sau : 

"Một đồi thỏ (gồm một thỏ đực và một thỏ cái) cứ 
mỗi tháng đẻ được một đôi thỏ con (cũng gồm một 
thỏ đực và một thỏ cái); mỗi đôi thỏ con, khi tròn hai 
tháng tuổi, lại mỗi tháng đẻ ra một đôi thỏ con, và 
quá trình sinh nỏ cứ thế tiếp diễn. Hỏi sau một năm 
sẽ có tất cả bao nhiêu đôi thỏ, nếu đầu năm (tháng 
giêng) có một đôi thỏ sơ sinh ?" 

Tháng 



Fibonacci (1170 - 1250) 


SỐ đôi thỏ 



"Gia đình nhà thỏ trong 10 tháng" 

Rõ ràng ở tháng giêng, cũng như ở tháng 2, chỉ có một đôi thỏ. Sang tháng 3, đôi thỏ 
này sẽ đẻ ra một đôi thỏ con, vì thế ở tháng này sẽ có 2 đôi thỏ. Sang tháng 4, vì vẫn 


ro 



r 


chỉ có đôi thỏ ban đầu sinh con nên ở tháng này sẽ có 3 đôi thỏ. Sang tháng 5, do có 
hai đôi thỏ (đôi thỏ ban đầu và đôi thỏ được sinh ra ở tháng 3) cùng sinh con nên ở 
tháng này sẽ có 3 + 2 = 5 đôi thỏ ; ... 

Một cách khái quát, nếu với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu F n là số đôi thỏ có ở 
tháng thứ n, thì với n > 3 ta có 

F„ = F n _\ + Số đôi thỏ được sinh ra ở tháng thứ n. 

Do các đôi thỏ được sinh ra ở tháng thứ « — 1 chưa thể đẻ con ở tháng thứ n, và ở 
tháng này mỗi đôi thỏ có ở tháng thứ n - 2 sẽ đẻ ra một đôi thỏ con nên số đôi thỏ 
được sinh ra ở tháng \h(i n chính bằng F n _ 2 . 

Như vậy, việc giải quyết bài toán nói trên của Phi-bô-na-xi dẫn ta tới việc khảo sát 
dãy số ( F n ), xác định bởi 

F| = 1, F 2 = 1 và F„ = F n _\ + F „_2 với mọi n > 3. 

Dãy số trên sau này được nhà toán học Pháp E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842 - 1891) 
gọi là dãy sô Phi-bô-na-xi. Các số hạng của dãy số Phi-bô-na-xi được gọi là các số 
Phi-bô-na-xi. 

Bằng phương pháp quy nạp toán học, người ta đã chứng minh được rằng 

F n = - 4 =- ( cc n - (3 n )" với mọi n > 1, 

trong đó a là nghiệm dương và Ị3 là nghiệm âm của phương trình X 2 -X - ì =0. 

Dãy số Phi-bô-na-xi có rất nhiều tính chất đẹp, chẳng hạn : 

1) = F n -ịF n+Ị + (-l) n_1 với mọi n > 2 ; 

2) Fị + F 2 + F <5 + ... + F 2n _:ị = F 2n với mọi n 6 N* ; 

3) F„ 2 + F 2 +1 = F 2n+Ỉ với mọi n e N* ; 

Dãy số Phi-bô-na-xi có liên quan mật thiết với nhiều vấn đề của toán học (số nguyên 
tố trong dãy số Phi-bô-na-xi, số vàng, hình chữ nhật vàng, sô' 71 , ...), vật lí học, ... . 
Các số Phi-bô-na-xi có nhiều liên quan với tự nhiên và nghệ thuật (hội hoạ, âm 
nhạc, ...) ; chúng xuất hiện ở nhiều nơi trong thiên nhiên. Chẳng hạn, hầu hết các 
bông hoa có số cánh hoa là một trong các số F 4 , F 5 , F 6 , F 7 , F 8 , F 9 , F 10 , Fjj : hoa 

loa kèn có 3 cánh, hoa mao lương vàng có 5 cánh, hoa phi yến có 8 cánh, hoa cúc 
vạn thọ có 13 cánh, hoa cúc tây có 21 cánh, hoa cúc thường có 34, 55 hoặc 
89 cánh. 
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Luyện tập 

15. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

Uị = 3 và «„ +1 = u n + 5 với mọi n > 1. 

a) Hãy tính u 2 , u 4 và M 6 . 

b) Chứng minh rằng M„ = 5n - 2 với mọi n > 1. 

16. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

Mị = 1 và u n + J = u n + (n + ì).2 n với mọi n>\. 

a) Chứng minh rằng (m„) là một dãy số tăng. 

b) Chứng minh rằng 

u n = 1 + (n — 1). 2 n 

với mọi n > 1. 

17. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

2 ..... 

Mị = 1 và u n + ! = —- với mọi n>\. 

uị +ì 

Chứng minh rằng (u n ) là một dãy số không đổi (dãy số có tất cả các số hạng 
đều bằng nhau). 

18. Cho dãy số (s„) với s n = sin (An - 1 1)— • 

6 

a) Chứng minh rằng s n = s n + 3 với mọi n > ì. 

b) Hãy tính tổng 15 số hạng đầu tiên của dãy số đã cho. 



1. Định nghla 

Quan sát dãy các số tự nhiên 

0, 1, 2 ,..., n, n+ 1,... 

ta thấy các số hạng của nó có một mối liên hệ đặc biệt: Kể từ số hạng thứ hai, 
mỗi số hạng bằng tổng của số hạng đứng ngay trước nó và 1. 
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Ta còn gặp nhiêu dãy số khác cũng có tính chất tương tự như dãy số trên trong 
các lĩnh vực khác nhau của khoa học, kĩ thuật, cũng như trong thực tế cuộc 
sống. Người ta gọi các dãy số như vậy là những cấp số cộng. 

ĐỊNH NGHĨA 

Cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hay vô hạn) mà trong đó, 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tổng của số hạng 
đứng ngay trước nó và một số d không đổi, nghĩa là 

(u n ) là cấp số cộng <=> V/ĩ > 2, u n - u n _ ị + d. 

Số d được gọi là công sai của cấp số cộng. 

Ví dụ 1 

a) Dãy các số tự nhiên lẻ 
1, 3, 5,... ,2/7-1,... 

là một cấp số cộng với công sai d = 2. 

b) Dãy số - 3,1,5,9,13,17,21,25 là một cấp số cộng vói công sai d = 4. □ 

HI] Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số cộng ? Vì sao ? 

a) -5,-2,1,4,7,10. 

b) 3,5 ; 5 ; 6,5 ; 9 ; 10,5 ; 12. 

2. Tính chất 

Ta có định lí sau : 

ĐỊNH LÍ 1 

Nếu ( u n ) là một cấp số cộng thì kể từ số hạng thứ hai, mỗi số 
hạng (trừ số hạng cuối đối với cấp số cộng hữu hạn) đều là 
trung bình cộng của hai số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là 

.. _ u k~ 1 + u k +1 
"* ■ 2^' 

Chứng minh 

Gọi d là công sai của cấp số cộng ( u n ). Vói mọi k >2 ta có 

u k +1 = u k + d, 
u k~ 1 = u k -d. 
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□ 


Từ hai đẳng thức trên ta được 

u k~\ + u k+ 1 - 2u k với mọi k> 2. 

Từ dó suy ra điều cần chứng minh. 

H2 Cho cấp số cộng ( u n ) có Uị = -1 và u 3 = 3. Hãy tìm u 2 và u 4 . 

3. Sô hạng tổng quát 

Dễ thấy, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của một cấp số cộng khi biết số 
hạng đầu Mị và công, sai d của nó. Chẳng hạn, để tìm M 4 , ta có thể làm như sau : 

M 4 = M 3 + d- u 2 + 2d = Uị + 3 d. 

Một cách khái quát, ta có 

ĐỊNH Ú 2 

Nếu một cấp số cộng có số hạng đầu Uị và công sai d thì số 
hạng tổng quát u n của nó được xác định theo công thức sau : 
u n = Uị + (n - 1 )d. 

Chứng minh 

Ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Công thức đúng khi n = 1, vì 
Mj = Uị + o.d . Giả sử công thức đúng khi n = k, (ke N*) tức là 

u k - Uị + (k - \)d . Khi đó ta có 

u k+\ = u k + d = [Uị + (k - 1 )d~ị + d = Uị + kd. 

Vậy công thức cũng đúng khi n = k + 1. Từ đó suy ra điều cần chứng minh. □ 

H3 Cho cấp số cộng (u n ) có u ị = 13 và công sai 
d = -3. Hãy tính « 3 Ị. 

Ví dụ 2. Cho một họ các đường tròn đồng tâm 
(O ; r{), (O ; r 2 ), ... , ( o ; r n ), ... mà dãy số (r n ) 
là một cấp số cộng có số hạng đầu bằng 3 và 
công sai bằng 3. 

Gọi Uị là diện tích hình tròn (o ; và vói mỗi 
số nguyên n > 2, gọi u n là diện tích của hình 
vành khăn tạo bỏi đường tròn (o ; r n _ị) và 
đường tròn (o ; r n ). 
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Chứng minh rằng ( u n ) là một cấp số cộng. Hãy xác định công sai và số hạng 
tổng quát của cấp số cộng đó. 

Giải 

Đặt r 0 = 0. Khi đó, với mỗi n > 1, ta có ■ 

u n = 7i.(r„ 2 - r*_ ì ) = n.(r n - r n _ ì )(r n + r n _ x ) = 3n.ự n + r n _j). 

Suy ra 

u n+ỉ ~ u n - 37c.(r n+ Ị + r n — r n - r n -\) = 37t.(3 + 3) - 18tĩ (với mọi n > 1). 

Do đó ( u n ) là một cấp số cộng với công sai d - 18ti, và số hạng đầu 

Uị = n. rị - 9n. 

Từ đó, theo định lí 2, ta được 

u n = 9n + (/1 — 1). 1 8tc = 9(2« — 1)71 (vớimọi«>l). □ 

4. Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số cộng 

Giả sử có cấp số cộng ( u n ) với công sai d. Xét n số hạng đầu tiên của cấp số 
cộng đó, ta có thể biểu diễn mối liên hệ giữa chúng như sau : 



-d -d -d 

Quan sát bảng trên có thể thấy tổng của hai số nằm trong cùng một cột bất kì 
luôn bằng tổng của Mị và u n . Nhận xét đó dẫn ta đến 


ĐỊNH LÍ 3 



* 
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Ví dụ 3. Một công ti trách nhiệm hữu hạn thực hiện việc trả lương cho các 
kĩ sư theo phương thức sau : 

Mức lương của quý làm việc đầu tiên cho công ti là 4,5 triệu đồng/quý, và kể 
từ quý làm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng thêm 0,3 triệu đồng mỗi quý. 

Hãy tính tổng số tiền lương một kĩ sư được nhận sau 3 năm làm việc cho 
công ti. 

Giải 

Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu u n (triệu đồng) là mức lương của người kĩ 
sư ở quý làm việc thứ n cho công ti. Theo giả thiết của bài toán, ta có 

Mị = 4,5 và U n+Ị = u n + 0,3 với mọi n > 1. 

Do đó, dãy số ( u n ) là một cấp số cộng với công sai d = 0,3. 

Vì mỗi năm có 4 quý nên 3 năm có 12 quý. Như thế, theo yêu cầu của bài 
toán ta phải tính tổng 12 số hạng đầu tiến của cấp số cộng (u n ). 

Theo định lí 2, ta có : M 12 = 4,5 + (12-1). 0,3 = 7,8. 

Do đó, theo định lí 3, ta được 

c _ 12.(4,5 + 7,8) __ N 

$12 - -- 2 - = 73 ’ 8 (triệu đồng). □ 

CHỨ Ý 

Từ định lí 2 và định lí 3, dễ dàng suy ra 
Vn > 1 _ [2«! + (n - 1 )d]n 

n 2 

H4j Cho cấp số cộng (u n ) có U Ị = -2 và công sai d = 2. Hãy tính tổng 17 số hạng 
đểu tiên của cấp sổ đó. 

H5 "Em sẽ chọn phương án nào 

Khi kí hợp đổng lao động dài hạn với các kĩ sư 
được tuyển dụng, công ti liên doanh A đề xuất 
hai phương án trả lương để người lao động tự lựa 
chọn ; cụ thể : 

- Ở phương án 1 : Người lao động sẽ được nhận 
36 triệu đổng cho năm làm việc đầu tiên, và kể 
từ năm lạm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng 
thêm 3 triệu đồng mỗi năm. 



SA ĐS4GT - 11 
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- Ở phương án 2 : Người lao động sẽ được nhận 7 triệu đồng cho quý làm 
việc đầu tiên, và kể từ quý làm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng thêm 
500 000 đồng mỗi quý. 

Nếu em là người kí hợp đồng lao động với công ti liên doanh A thì em sẽ chọn 
phương án nào ? 

Câu hỏi và bàỉ tập 

19. Chứng minh rằng mỗi dãy số sau là một cấp số cộng và hãy xác định công sai 
của cấp số cộng đó : 

a) Dãy số ( u n ) với u n = 19« - 5 ; 

b) Dãy số ( u n ) với u n = an + b, trong đó a và b là các hằng số. 

20. Trên tia Ox lấy các điểm Aị, 

A 2 , ... , A„, ... sao cho với mỗi 

số nguyên dương n, OA n = n. 

Trong cùng một nửa mặt phẳng 
có bờ là đường thẳng chứa 
tia Ox, vẽ các nửa đường trộn 
đường kính OA n , n- 1,2,.... 

Kí hiệu Mị là diện tích của nửa 
hình tròn đường kính OAị và 
với mỗi n > 2, kí hiệu u n là diện tích của hình giới hạn bởi nửa đường tròn 
đường kính OA n _ J, nửa đường tròn đường kính OA n và tia Ox (h 3.3). 

Chứng minh rằng dãy số (u n ) là một cấp số cộng. Hãy xác định công sai của 
cấp số cộng đó. 

21. Trong mỗi câu saụ, hãy đánh dấu "x" vào phần kết luận mà em cho là đúng : 

a) Mỗi cấp số cộng với công sai d > 0 là một dãy số 

Q] Tăng. n Giảm. n Không tăng cũng không giảm. 

b) Mõi cấp số cộng với công sai d < 0 là một dãy số 

Tăng. o Giảm. o Không tăng cũng không giảm. 
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22. Một cấp số cộng có năm số hạng mà tổng của sổ hạng đầu và số hạng thứ ba 
bằng 28, tổng của số hạng thứ ba và số hạng cuối bằng 40. Hãy tìm cấp số 
cộng đó. 

23. Cho cấp số cộng ( u n ) có M 20 = - 52 và «51 =- 145. Hãy tìm số hạng tổng 
quát của cấp số cộng đó. 

24. Cho cấp số cộng ( u n ) với công sai d và cho các số nguyên dương m và k, với 
m > k. Chứng minh rằng u m - u k + (m- k)d. 

Áp dụng : Hãy tìm công sai d của cấp số cộng ( u n ) mà w 18 - «3 = 75. 

25. Cho cấp số cộng ( u n ) có Mị - «3 = 6 và u 5 = - 10. Hãy tìm công sai và số hạng 
tổng quát của cấp số cộng đó. 

26. Hãy chứng minh định lí 3. 

27. Cho cấp số cộng ( u n ) có «2 + «22 = 60. Hãy tính tổng 23 số hạng đầu tiên của 
cấp số cộng đó. 

28. Số đo ba góc của một tam giác vuông lập thành một cấp số cộng. Hãy tìm số 
đo ba góc đó. 



CẤP số NHÂN 



1. Định nghĩa 

Xét bài toán : Một ngân hàng quy định như sau đối với việc gửi tiền tiết kiệm 
theo thê thức có kì hạn : "Khi kết thúc kì hạn gửi tiền mà người gửi không đến 
rút tiền thì toàn bộ số tiền (bao gồm cả vốn và lãi) sẽ được chuyển gửi tiếp với 
kì hạn như kì hạn mà người gửi đã gửi". 

Giả sử cố một người gửi 10 triệu đồng với kì hạn 1 tháng vào ngân hàng nói 
trên và giả sử lãi suất của loại kì hạn này là 0,4%. 

a) Hỏi nếu 6 tháng sau, kể từ ngày gửi, người đó mới đến ngân hàng để rút 
tiền thì số tiền rút được (gồm cả vốn và lãi) là bao nhiêu ? 


* 
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b) Cũng câu hỏi như trên, với giả thiết thời điểm rút tiền là ỉ năm sau, kể từ 
ngày gửi ? 

Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu u n là số tiền người đó rút được (gồm cả 
vốn và lãi) sau n tháng, kể từ ngày gửi. Khi đó, theo giả thiết của bài toán ta có : 

u n = u n _ I + u n _ I X 0,004 = u n _ [X 1,004 v« > 2. 

Như vậy, ta có dãy số (u n ) mà kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng 
tích của số hạng đứng ngay trước nó và 1,004. 

Ngưòi ta gọi các dãy số có tính chất tương tự như dãy số (u n ) nói trên là 
những cấp số nhân. 

ĐỊNH NGHĨA 

Cấp sô nhân là một dãy số (hữu hạn hay vô hạn) mà trong đó, 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tích của số hạng 
đứng ngay trước nó và một số q không đổi, nghĩa là 

( u n ) là cấp số nhân <=> Vn > 2, u n = u n _ị. q. 

SỐ q được gọi là công bội của cấp số nhân. 


Ví dụ 1 

a) Dãy số ( u n ) với u n = 2 n là một cấp số nhân với số hạng đầu Uị - 2 và 
công bội q- 2. 


b) Dãy số -2, 6, -18, 54, “162 là một cấp số nhân với số hạng đầu Mị - -2 
và công bội q - -3. 


HI 


Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số nhân ? Vì sạp ? 


a) 4 ; 6 ; 9 ; 13,5. 

b) -1,5 ; 3 ; -6 ; -12 ; 24 ; -48 ; 96 ; -192. 

c) 7,0,0,0,0,0. 

Ví dụ 2. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 



và u n = 3 u n _ị - 1 với mọi n > 2. 
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Chứng minh rằng dãy số (v„) xác định bởi 


v n = u n~ 2 m< ?i w - 1 

là một cấp số nhân. Hãy cho biết số hạng đầu và công bội của cấp số nhân đó. 
Giải 


Từ công thức xác định dãy số (v„) và ( u n ), ta có 

v rt~ u n — 2 = ^ u n-l ~ 1 ~ 2 = ^ U n-\ ~~2 ) = 1 


với mọi n > 2. 


Từ đó suy ra dãy số (v^) là một cấp số nhân với số hạng đầu 



và công bội q = 3. □ 

2. Tính chất 

Ta có định lí sau : 


ĐỊNH LÍ 1 

Nếu (u n ) là một cấp số nhân thì kể từ số hạng thứ hai, bình 
phương của mỗi số hạng (trừ số hạng cuối đối với cấp số nhân 
hữu hạn) bằng tích của hai số hạng đứng kề nó ừong dãy, tức là 

tÈ 2 _ „ 

u k - u k~\- u k+\- 

Chứng minh 

Gọi q là cổng bội của cấp số nhân ( u n ). 

- Nếu q = 0 thì hiển nhiên ta có điều cần chứng minh. 

— Nếu q * 0 thì từ định nghĩa cấp số nhân ta có 

\-q (k>2), 

u k = (£ > 2). 

Nhân các vế tương ứng của hai đẳng thức trên, ta được điều cần chứng minh. 

□ 


* 
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H2| Hỏi có hay không một cấp số nhân (u n ) mà u 99 = -99 và u m = 101 ? 


Ví dụ 3. Cho cấp số nhân ( u n ) với công bội q > 0. Biết Uị = 1 và = 3, hãy 
tìm w 4 . 


Giải 

Theo định lí 1, ta có 


1Ằ 1 _ Iẫ 
«2 — li ị 

2 _ 

M3 — «2 .«4 


( 1 ) 

(2) 


Từ (1), do u 2 > 0 (vì Uị = 1 > 0 và q > 0), suy ra «2 = • Từ đây và (2) 

ta được 


u 4 


u\ 


yỊŨ^l 


o2 

= 4 t = 3>/3 

VÕ 


□ 


3 . Số hạng tổng quát 

Tương tự như đối với cấp số cộng, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của một 
cấp số nhân khi biết số hạng đầu và công bội của nó. Cụ thể, ta có kết quả sau : 


ĐỊNH LÍ 2 

Nếu một cấp số nhân có số hạng đầu u ị và công bội q ^ 0 thì 
số hạng tổng quát u n của nó được xác định bởi công thức 

n— 1 

u n = u v q . 

Ví dụ 4. Trở lại bài toán đặt ra ở phần đầu mục 1. 

Theo yẽu cầu của bài toán ta cần tính w 6 và U Ị2 . Do (u n ) là một cấp số nhân 

với số hạng đầu Uị = 10 7 + 10 7 . 0,004 = ló 7 . 1,004 và công bội q = 1,004 nên 
theo định lí 2 ta có 

u n = 10 7 .1, 004 .(1,004)"" 1 = 10 7 . (1,004)" \fn > 1. 

Suy ra : u 6 = 10 7 . (1,004) 6 « 10 242 413 (đồng), 

«12 = 10 7 . (1,004) 12 » 10 490 702 (đồng). □ 
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H3I Dân số của thành phổ A hiện nay là 3 triệu người. Biết rằng tỉ lệ tăng dân số 


hằng năm của thành phố A là 2%. Hỏi dân số của thành phố A sau 2 năm nữa sẽ là 
bao nhiêu ? 


4. Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số nhân 

Tương tự như đối với cấp số cộng, người ta cũng quan tâm tới việc xác định 
tổng n số hạng đầu tiến của một cấp số nhân theo số hạng đầu và công bội 
của nó. 

Giả sử có cấp số nhân ( u n ) với công bội ợ. Với mỗi số nguyên dương n, gọi S n 
là tổng n số hạng đầu tiên của nó (S n = Uị + u 2 + ... + u n ). 

Nếu q = 1 thì u n ■= Uị với mọi n > 1. Do đó, trong trường hợp này, ta có 

S n = nUị. 

Khi q * 1 ta có kết quả sau : 

ĐỊNH LÍ 3 


Nếu (w n ) là một cấp số nhân với công bội q # 1 thì S n được tính 
theo công thức 

c _«i(i -q n ) 
n ~ 1 -q ' 

Chứng minh 
Ta có 

qS n = qu x +qu 2 + ... + qu n _ ỉ + qu n = u 2 +u 3 +... + u n +u n+l . 
Do đó S n - qS n = Uị - u n + ! = u-ị - u x q = «i(l - q ), 
hay (1 - q)S n = u x (ì - q n ). □ 

Từ đó, do q * 1, suy ra điều cần chứng minh. 

Ví dụ 5. Cho cấp số nhân ( u n ) có «3 = 24 và u 4 = 48. Hãy tính tổng năm số 
hạng đầu tiên của cấp số đó. 

Giải 


Gọi q là công bội của cấp số nhân ( u n ), ta có 




4 
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Do đó, theo định lí 2, ta được : 24 = «3 = Uị . 2 2 . Suy ra u x = 6. Vì thế, theo 
dịnh lí 3, ta duợe 


s 5 


6 .( 1 - 2 5 ) 
1-2 


= 186. 


□ 


• Đố vui."Một hào đổi lấy nãm xu ?" 

Tương truyền, vào một ngày nọ, có một nhà 
toán học đến gặp một nhà tỉ phú và đề nghị 
được "bán" tiền cho ông ta theo thể thức sau : 
Liên tục trong 30 ngày, mỗi ngày nhà toán 
học "bán" cho nhà tỉ phú 10 triệu đồng với 
giá 1 đồng ở ngày đầu tiên và kể từ ngày thứ 
hai, mỗi ngày nhà tỉ phú phải "mua" với giá 
gấp đôi giá của ngày hôm trước. Khỏng một 
chút đắn đo, nhà tỉ phú đồng ý ngay tức thì, 
lòng thầm cảm ơn nhà toán học nọ đã mang 
lại cho ông ta một cơ hội hốt tiền "nằm mơ 
cũng khồng thấy". 

Hỏi nhà tỉ phú đã lãi được bao nhiêu trong 
cuộc "mua - bán" kì lạ này ? 



Câu hỏi và bài tập 

29. Trong các dãy số dưới đây, dãy số nào là cấp số nhân ? Hãy xác định công bội 
của cấp số nhân đó. 

a) Dãy số 1, -2,4, -8, 16, -32, 64 ; 

b) Dãy số (u n ) với u n - n.6 n +1 ; 

c) Dãy số (v„) với v n = (~\) n 3 ln ; 

d) Dãy số ( x n ) với x n - ( -4) 2n + 1 . 

30. Trong mỗi câu sau, hãy đánh dấu "x" vào phần kết luận mà em cho là đúng : 

a) Mỗi cấp số nhân có số hạng đầu dương và công bội 0 < q < 1, là một 
dãy số 

ũ Tăng. n Giảm. n Không tăng cũng không giảm. 

b) Mỗi cấp số nhân có số hạng đầu dương và công bội q > 1 là một dãy số 

n Tăng. n Giảm. n Không tăng cũng không giảm. 
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31. Cho cấp số nhân ( u n ) có công bội q < 0. Biết «2 = 4 và «4 = 9, hãy tìm Mj. 

32. Một cấp số nhân có năm số hạng mà hai số hạng đầu tiên là những số dương, 
tích của số hạng đầu và số hạng thứ ba bằng 1, tích của số hạng thứ ba và số 

hạng cuối bằng -ỉ- . Hãy tìm cấp số nhân đó. 

16 

33. Cho cấp số nhân ( u n ) với công bội q 0 và Uị * 0. Cho các số nguyên dương 
m và k, với m> k. Chứng minh rằng u m - u k : q m ~ k . 

Áp dụng 

a) Tìm công bội q của cấp số nhân ( u n ) có «4 = 2 và «7 = - 686. 

b) Hỏi có tồn tại hay không một cấp số nhân ( u n ) mà «2 = 5 và w 2 2 = - 2000 ? 

34. Hãy tìm số hạng tổng quát của cấp số nhân (u n ), biết rằng u 3 = - 5 và u 6 = 135. 

35. Chu kì bán rã của nguyên tố phóng xạ poloni 210 là 138 ngày (nghĩa là sau 
138 ngày khối lượng của nguyên tố đó chỉ còn một nửa). Tính (chính xác đến 
hàng phần trăm) khối lượng còn lại của 20 gam poloni 210 sau 7314 ngày 
(khoảng 20 năm). 

36. Tính các tổng sau : 

a) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 
18, số hạng thứ hai bằng 54 và số hạng cuối bằng 39 366 ; 

b) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 
2 ^r, số hạng thứ hai bằng “L và số hạng cuối bằng 04 * 576 • 

37. Số đo bốn góc của một tứ giác lồi lập thành một cấp số nhân. Hãy tìm bốn góc 
đó, biết rằng số đo của góc lớn nhất gấp 8 lần số đo của góc nhỏ nhất. 

Luyện lập 

38. Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 

a) Nếu các số thực a, b, c mà abc ^ 0, theo thứ tự đó lập thành một cấp số 

cộng với công sai khác 0 thì các số —, Ạ, — theo thứ tự đó cũng lập thành 

a b c 

một cấp số cộng. 
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b) Nếu các số thực a, b, c mà abc * 0, theo thứ tự đó lập thành một cấp số 

1 11 

nhân thì các số —■ , ị, ~ theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số nhân. 

100 1 

_\ 1 . _ . _2 . 100 71 — 1 

c) 1 + n + n + ... + n = —-— • 

71 -1 

♦ 

39. Các số X + 6y, 5x + 2 y, 8x + y theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng ; đồng 
thời, các sốX - ì,y + 2,x -3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. Hãy 
tìm X và y. 

40. Cho cấp số cộng ( u n ) với công sai khác 0. Biết rằng các số u x u 2 , U 2 U 3 và u 3 Uị 
theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân với công bội <7^0. Hãy tìm q. 

41. SỐ hạng thứ hai, số hạng đầu và số hạng thứ ba của một cấp số cộng với công 
sai khác 0 theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. Hãy tìm công bội của cấp 
số nhân đó. 

42. Hãy tìm ba số hạng đầu tiên của một cấp số nhân, biết rằng tổng của chúng 

_ 148 

băng và đổng thòi các số hạng đó tưomg ứng là số hạng đầu, số hạng thứ 
tư và số hạng thứ tám của một cấp số cộng. 

43. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

«1=1 và u n + l = 5 u n + 8 với mọi n > 1. 

a) Chứng minh rằng dãy số (v„), với v n = u n + 2, là một cấp số nhân. Hãy tìm 
số hạng tổng quát của cấp số nhân đó. 

b) Dựa vào kết quả phần a), hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số (u n ). 

Câu hỏi và bàí tập An tập chương III 

44. Chứng minh rằng 

1.2 2 + 2.3 2 + ... + {n-\).n = --- n + 

12 

với mọi số nguyên n > 2. 
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a) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số ( a n ) với a n = u n + v n . 

b) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số ( b n ) với b n = u n - v n . 

c) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số ( c n ) với c n - u n .v n . 

d) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số (d„) với d„ = — • 

v_ 

v n 

Chú ý 

Các dãy số (a n ), (b n ), (c n ) và (d n ) nêu trên thường được kí hiệu tương ứng bởi 

(u 

(u n + v n ), (u n - v n ), (u n .v n ) và 

V v n 

47. Trong các dãy số dưới đây, dãy số nào là cấp số cộng, dãy số nào là cấp 
số nhân ? Hãy xác định công sai hoặc công bội của mỗi cấp số đó. 

a) Dãy số («„) vói u n - 8 n + 3 ; 

b) Dãy số ( u n ) với u n = n 2 + n + 1 ; 

c) Dãy số ( u n ) với u n - 3.8” ; 

d) Dãy số ( u n ) với u n = (n + 2).3”. 

48. Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 

a) Dãy số ( u n ) xác định bởi 

«1 = 3 và u n+ì = u n + 5 với mọi n> 1, 
là một cấp số cộng. 



«1 
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b) Dãy số (u n ) xác định bởi 

«1 = 3 và u n+ì = u n + n với mọi n>\, 
là một cấp số cộng. 

c) Dãy số ( u n ) xác định bởi 

«1=4 và w„ +1 = 5u n với mọi n>\, 
là một cấp số nhân. 

d) Dãy số ( u n ) xác -định bởi 

«1 = 1 và u n+ì = nu n với mọi n> 1, 
là một cấp số nhân. 

49. Cho dãy hình vuông H h H 2 , ... , . Với mỗi số nguyên dương n, gọi u n , p n 

và S n lần lượt là độ dài cạnh, chu vi và diện tích của hình vuông H n . 

a) Giả sử dãy số ( u n ) là một cấp số cộng với công sai khác 0. Hỏi khi đó các 
dãy số (p n ) và (S n ) có phải là các cấp số cộng hay khồng ? Vì sao ? 

b) Giả sử dãy số («„) là một cấp số nhân với công bội dương. Hỏi khi đó các 
dãy số ip n ) và (S n ) có phải là các cấp số nhân hay không ? Vì sao ? 

50. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

«1 = 3 và ù n+ì = yịu n + 6 với mọi n> 1. 

Chứng minh rằng («„) vừa là cấp số cộng, vừa là cấp số nhân. 

51. Tìm hiểu tiền công khoan giếng ở hai cơ sở khoan giếng, người ta được biết: 

- Ở Cơ sở A : Giá của mét khoan đầu tiên là 8 000 đồng và kể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 500 đồng so với giá của mét khoan 
ngay trước nó. 

- Ở Cơ sở B : Giá của mét khoan đầu tiên là 6 000 đồng và kể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 1% giá của mét khoan ngay trước nó. 

Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu u n và v n tương ứng là giá của mét khoan 
thứ n theo cách tính giá của cơ sở A và của cơ sở B. 

a) Hãy tính «2, «3, v 2 , v 3 . 

b) Chứng minh rằng dãy số (u n ) là một cấp số cộng và dãy số iy n ) là một cấp 
số nhân. Hãy tìm số hạng tổng quát của mỗi dãy số đó. 
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c) Một người muốn chọn một trong hai cơ sở nói trên để thuê khoan một 
giếng sâu 20 mét lấy nước dùng cho sinh hoạt của gia đình. Hỏi người ấy nên 
chọn cơ sở nào, nếu chất lượng cũng như thời gian khoan giếng của hai cơ sở 
là như nhau ? 

d) Cũng câu hỏi như phần c), với giả thiết độ sâu của giếng cần khoan là 
25 mét. 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 

52. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai 

a) Tồn tại một cấp số nhân ( u n ) có u 5 < 0 vàw 75 > 0. 

b) Nếu các số thực a,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng có công 
sai khác 0 thì các số a 2 ,b 2 ,c 2 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng. 

c) Nếu các số thực a,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân thì các số 
a 2 ,b 2 ,c 2 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số nhân. 

Trong các bài từ 53 đến 57, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 

53. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi : M 1 = — và u n — u n _Ị + 2 n với mọi« > 2. 
Khi đó u 50 bằng 

(A) 1274,5 ; (B) 2548,5 ; (C) 5096,5 ; (Đ) 2550,5. 

54. Cho dãy số (u n ) xác định bỏi : Uị = -1 và u n - 2n.u với mọi n > 2 . Khi đó 

Uị Ị bằng 

(A) 2 10 .11!; (B) -2 10 .11! ; (C)2 10 .ll 10 ; (D)-2 10 .ll 10 . 

55. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi : «! = 150 và u n = u n _ x - 3 với mọi n > 2 . 
Khi đó tổng 100 số hạng đầu tiên của dãy số đó bằng 

(A) 150; (B) 300; (C) 29850 ; (D) 59700. 

56. Cho cấp số cộng ( u n ) có : «2 = 2001 và ư 5 = 1995 . Khi đó M 1001 bằng 

(A) 4005; (B) 4003; (C) 3 ; (D) 1. 


57. Cho cấp số nhân (u n ) có : u 2 = -2 và «5 = 54 . Khi đó tổng 1000 số hạng 
đầu tiên của cấp số nhân đó bằng 


(A) 


ị _ 21000 

4 ; 


,1000 


,1000 


(B) 


(C) 


J olOOO 


* 
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Chưon 


Glứl m n 



c 

ĩ 

ỉ 

§ 

□ 


Giới hạn là một trong các vấn đé cơ bản của Giải tích. 
Có thể nói : Không có giới hạn thì không có Giải tích, 
hầu hết các khái niệm của Giải tích đéu liên quan đến 
giới hạn. 

Chuơng này giới thiệu khái niệm giới hạn của dãy số, 
của hàm số và nèu một số định lí, quy tắc tìm giói hạn. 
Yêu cáu trọng tâm của chuơng là vận dụng một cách 
linh hoạt các định lí, quy tắc đó để tìm giới hạn của dãy 
số và hàm số. 
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A. GIỚI HẠN CỦA DÃY số 


DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN 0 


1. Định nghĩa dãy số có giối hạn 0 

_ (- 1 )" _ ^ 

Xét dãy sô (u n ) với u n = -——, tức là dãy sô 

I _ỉ i _ỉ i_L __L J_ 

l ' 2’ 3’ 4’ 5”’” 10’ 11’"'’ 23’ 24’"' 

Biểu diễn các số hạng của dãy số đã cho trên trục số, ta thấy khi n tăng thì các 
điểm biểu diễn chụm lại quanh điểm 0 (h. 4.1). 

_ 1 _i 1 I 1 

-1 3 5 23 24 4 2 

-1-Ị-4-I—I—H-1-1-1-► 

0 1 
11 10 

Hình 4.1 

f , , 1 . ■ . a 

Khoảng cách \u n \ = — từ điếm u n đến điếm 0 trở nẽn nhỏ bao nhiêu cũng 

được miễn là n đủ lớn. 

Điều này được giải thích rõ hơn trong bảng sau : 


n 

1 

2 

3 . 

.. 10 

11 

12 ., 

.. 23 

24 

25 .. 

.. 50 

51 

52 ... 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 * 

" ĩõ 

ĩĩ 

12 " 

" 23 

24 

25 " 

" 50 

51 

52 *" 


- Mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ số hạng thứ 11 trở đi, đều có giá trị 
tuyệt đối nhỏ hơn ”, tức là 

, 1 1 

= — < 77T với m ọi n > 10. 

n n 10 
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- Mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ số hạng thứ 24 trở đi, đều có giấ trị 
tuyệt đối nhỏ hơn tức là 

1,1 

I u n ị < — vơi mọi n > 23. 

M Kể từ số hạng thứ mấy trỏ đi, mọi số hạng của dãy số đã cho đều có giá trị 
tuyệt đối nhỏ hơn • 

1 1 1 

Cũng câu hỏi đó cho mỗi số: ; -7— ; ——2 . _ . 

75 500 1 000 000 

Như vậy mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều 
có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn một số dương nhỏ tuỳ ý cho trước. Ta nói rằng 

dãy sô —— có giói hạn là 0. 

\ n ) ' 

Một cách tổng quát, ta có 
ĐỊNH NGHĨA 

Ta nói rằng dãy số (M n ) có giới hạn 0 (hay có giới hạn là 0) nếu 
với mỗi số dương nhỏ tuỳ ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, 
kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn 
số dương đó. 

Khi đó ta viết 

lim (u n ) = 0 hoặc lim u n = 0 hoặc u n -» 0. 

(Kí hiệu "lim u n =0" còn được viết " lim u n = 0", đọc là dãy số ( u n ) có giới 

«->00 

hạn là 0 khi n dần đến vô cực). 

Nhận xét 

Từ định nghĩa suy ra rằng 

a) Dãy số ( u n ) có giới hạn 0 khi và chỉ khi dãy số (I u n I) có giới hạn 0. 

Chẳng hạn, ta có lim— = 0 vì — = -.—- và lim — - -. = 0. 

n n n n 

b) Dãy số không đổi ( u n ), với u n = 0 có giới hạn 0. 
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2 . 


Một số dãy số có giới hạn 0 

Dựa vào định nghĩa, người ta chứng minh được rằng 

a) lim-L = 0 ; b) lim-rị- = 0 . 

Vrt <Jn 

Định lí sau đây thường được sử dụng để chứng minh một số dãy số có giới hạn 0. 
ĐỊNH Ú 1 

Cho hai dãy số ( u n ) và (v„). 

Nếu I u n I < v n với mọi n và limv n = 0 thì ììmu n = 0. 


Chứng minh. Cho một số dương nhỏ tuỳ ý. Vì limv M = 0 nên kể từ số hạng thứ 
N nào đó trở đi mọi số hạng của dãy số (v„) đều nhỏ hơn số dương đó. Do 
KI £ v n nên m ọi số hạng của dãy số (u n ), kể từ số hạng thứ N trở đi, đểu có 
giá tiị tuyệt đối nhỏ hơn số dương đã cho. Vậy lim u n = 0. □ 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng lim - S1 *y = 0 . 

\ln 

Giải 
Ta có 

sin/ỉ 
yfn 


< -Ậr và lim -ị- = 0 . 


Từ đó suy ra điểu cần chứng minh. 


□ 


H2| Cho k là một số nguyên dương. Chứng minh rằng lim-!- = 0. 

n k 


Áp dụng định lí 1, có thể chứng minh định lí sau : 


ĐỊNH Ú 2 

Nếu \q\ < 1 thì lim ợ” = 0. 
Ví dụ 2 ~ 


1 .. fiY 

a) lim-- = lim x\ = 0 ; 

2 ” [ 2 ) 


b) lim 


(■ -2) n 
3 n 



H3 


mz 

cos~ 

Chứng minh rằng lim —— - 0. 

4” 


9A CSiGT - 11 
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Câu hỏi và bằl tập 


1. Chứng minh rằng các dãy số với số hạng tổng quát sau đây có giới hạn 0 : 
(- 1 )" . 


X V ~/ , X sinn . cos2fl 

a) VtV ’ b ) T77 ; 

n+5 n+5 


c) 


yfn + 1 


2. Chứng minh rằng hai dãy số (u n ) và (v n ) vói 


1 

Ufl - n(n + l)’ 


v n = 


(-1)” cosn 
n 2 + 1 


có giới hạn 0. 

3. Chứng minh rằng các dãy số («„) sau đây có giới hạn 0 


nn 


(- 1 )" 
2 n + 1 


sin 


c) u n - 


a) u n = (0,99)” ; b) u n = 

4. Cho dãy số ( u n ) với u n - • 

a) Chứng minh rằng < — với mọi n. 


b) Bằng phương pháp quy nạp, chứng minh rằng 0 < u n < 

c) Chứng minh rằng dãy số (u n ) có giới'hạn 0. 


( 1 , 01 )" 


\ n 


V 3 / 


với mọi n. 



DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN HỮU HẠN 


1. Định nghĩa dãy sô có giới hạn hữu hạn 

.. „ (- 1 )" 

Xét dãy số ( u n ) với u n = 3 + rc - • Ta có 

(- 1 )" 

\im(u n - 3) = lim - = 0. 

Ta nói rằng dãy số ( u n ) có giới hạn là 3. 
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Một cách tổng quát, ta có ; 
ĐỊNH NGHĨA 


Ta nói rằng dảy số (u n ) có giới hạn là số thực L nêu \im(u n -L) = 0. 
Khi đó ta viết 

lim(w„) = L hoặc limw n = L hoặc u n -» L. 

Dãy số có giới hạn là một số thực gọi là dãy số có giới hạn 
hữu hạn. 


Ví dụ 1. Dãy số không đổi ( u n ) với u n - c (c là hằng số) có giói hạn là c vì 

lim(«„ -c) = lim(c - c) = limO = 0. □ 


Ví dụ 2. Chứng minh rằng lim 
Giải 


(- 1 )” 


-1 




_ (- 1 )" 

Đặt u n = —== -1. 

yjn 

Vì lim(M„ - (-1)) = lim -—4- = 0 nên limM„ = -1. □ 

yỊn 

|m| Chứng minh rằng : 

a) + lj = 1 ; b) lim (^r) = ~2 ' 

Nhận xét 


1) Từ định nghĩa vừa nêu, suy ra rằng limn„ = L khi và chỉ khi khoảng 
cáchịỉ/^ - L\ từ điểm u n đên điểm L trở nên nhỏ bao nhiêu cũng được miễn 

là n đủ lớn ; nói một cách hình ảnh, khi n tăng các điểm u n chụm lại quanh 
điểm L. 

2) Không phải mọi dãy số đều có giới hạn hữu hạn. Chẳng hạn dãy số ((-1)"), 
tức là dãy số 

- 1 , 1 , - 1 , 1 ,.... 

khống có giới hạn hữu hạn. 
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Trên trục số, các số hạng của dãy số đó được biểu diễn bởi hai điểm -1 và 1. 
Khi n tăng các điểm (-1)” không chụm lại quanh bất kì một điểm L nào. 

2. Một số định lí 

Ta thừa nhận các định lí sau 

ĐỊNH Ú 1 




Ví dụ 4. Tìm lim u n , với u n - 


3n 2 + 4n - 7 


Ta có 

( 4 7 y. 4 7 

limM„ = lim 3 + — —— = lim3 + lim ~7 - lim— 

” { n n 2 ) n n 2 

— Iim3 + 41im— - 71im-“ = 3 + 4.0 - 7.0 = 3. □ 

n n 2 
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Ví dụ 5. Tim lim u n với u n = 


2n 3 - 4/ĩ 2 + 3/2+3 


/2 3 -5/2+7 


Giải 
Chia 

tử và mẫu của phân thức), ta được 


Chia tử và mẫu của phân thức cho n (n là luỹ thừa bậc cao nhất của n trong 


u n = 


0 4 3 ,3 

2 ~ + J + J 
n n 


n 


1 5 , 7 

1 2 „3 

n n 


Vì 


lim 


2 - 3 + —- + -—- = lim2 - lim— + lim-4r + lim^Y = 2 


/2 


2 3 

n n 


n 


n 


n' 


và lim 


1 5 7 ^ 2/2 3 - 4/2 2 + 3/2 + 3 2 _ 

1 —“ H—V 1 = 1^0 nên lim- r— —-= -7 = 2 . □ 

V n / 2 3 ; /2 3 - 5/2 + 7 1 


H3j Tìm giới hạn của dãy số (u n ) với u n = 


n z -n + 3 


n + 2/2 

3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 

Xét cấp số nhân vô hạn 

« 1 * UịỌ, u x q 2 ,..., u x q n ,... 

có công bội q với I q I < 1 (gọi là một cấp số nhân lùi vô hạn). 

Ta biết rằng tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số nhân đó là 

c . . , , „n~l_ w i(l — ọ n ) __ u \ u \ „n 

s n = u x + u x q + ... + u x q = = Ỵ~ - ~~q . 

Vì I q I < 1 nên \imq n = 0. Do đó 

lim5„ = • 

1 -q 

Ta gọi giói hạn đó là tổng của cấp số nhân đã cho và viết 
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1 


H4 Tìm tổng của cấp số nhân 


I-L_L 

2 ’ 2 2 ’ 2 3 ’ 2 n ’ 


Ví dụ 6. Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,777... dưới dạng phân số. 


Ta có 0,777... = + J- + 2 - + ... . 

10 10 2 10 3 

Đây là tổng của một cấp số nhân'lùi vô hạn với số hạng đầu và 

công bội q = Do đó 

2 _ 

0,777... = -10- = 1 . □ 

l-~ y 
10 

H5| Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,313131... dưới dạng phân sổ. 


5. Tìm các giới hạn sau : 

a) lim 2 + ^4- ; 
n + 2 


c) lim——- ; 
n 

6. Tìm limM rt với 


a) “n = 


c ) u n = 


n l -3« + 5 
2« 2 -l ; 

yj2n 2 -n 
1 - 3n 2 


Câu hỏi và bằỉ tập 


.... í sin 3n A 
b)lim ; 

V 4n ) 

A\ 1 ' w + 2 

d) lim—— 1 • 
n + l 


, V —2/2 +■ /7 “f 2 

b) “» = - ’ r , 

3n 4 +5 


d) u n = 


2.3” +4* 
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7. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 


Uỵ = 10 và u n+l = “■ + 3 với mọi n> 1. 

a) Chứng minh rằng dãy số (v n ) xác định bởi v n - u n - ^ là một cấp số nhân. 

b) TìmlimM„. 

8. Cho một tam giác đều ABC cạnh a. Tam giác AịỒịC] có các đỉnh là trung 
điểm các cạnh của tam giác ABC, tam giác A 2 B 2 C 2 có các đỉnh là trung điểm 
các cạnh của tam giác AịBịCị ,..., tam giác 4,+A+A+i có các đỉnh là trun g 
điểm các cạnh của tam giác A n B n C n ,.... Gọi p 2 ,..., p n ,... và 5j, ^ 2 » •> ... 

theo thứ tự là chu vi và diện tích của các tam giác AịBịCị, A 2 B 2 C 2 , ...» 

AAQỉ’ ••• • 

a) Tìm giới hạn của các dãy số ( p n ) và ( S n ). 

b) Tìm các tổng 


Pị+ p 2 +...+p rt +... và Sị+S 2 + ...+S n +.... 

9. Biểu diễn các số thập phân vô hạn tuần hoàn sau dưói dạng phân số : 

a) 0,444...; , b)0,2121...; c) 0,32111.... 

10. Gọi c là nửa đường tròn đường kính AB = 2 R, 


c ị là đường gồm hai nửa đường tròn đường kính-y-, 

AB 

c 2 là đường gồm bốn nửa đường tròn đường kính —, ... 

4 

AB 

C n là đường gồm 2 n nửa đường tròn đường kính —*,... (h. 4.2). 


Gọi p n là độ dài của C n , S n là diện 
tích hình phẳng giới hạn bởi C n và 
đoạn thẳng AB. 

a) Tính p n và S n . 

b) lìm giới hạn của các dãy số ( p n ) 
và (S n ). 
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ĐOÁN NHẬN GIỚI HẠN CỦA MỘT DÃỶ số THỰC 
BẰNG HlNH học 

.. 1 ■ . 

1) Ta đã biết tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 

I _L JL J_ 

2 * 2 2 ' 2 3 ' ’ 2 n ’ 



(xem |H4l trong §2). 

Có thể đoán nhận được kết quả này nhờ hình 4.3 hoặc hình 4.4. 




Hình 4.3 


Ở hình 4.3 : trung điểm của đoạn [0 ; 1] là điểm ị, trung điểm của đoạn ị ; 1 là 

2 _ 2 _ 

điểm ị + ~, trung điểm của đoạn ị + -Ịr ; 1 là điểm ị + 4r + -4,.... 

z 2 Z L 2 2 2 J 2 2 2 2 3 

Do đó 



ở hình 4.4 : hình vuông ABCD có cạnh 
dài 1 đơn vị và diện tích bằng i, hình 

chữ nhật AEFB có diện tích bằng 

hỉnh vuông DHGE có diện tích bằng 

—, hình chữ nhật GIKF có diện tích 
2 2 

bằng .... 

2 3 


Do đó 
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Hình 4.4 











2) Xét bài toán sau : 

Cho dãy số thực («„) xác định bởi 

Uị = c và u n + Ị = au n + b với n > 1, 

trong đó a,b,c là những số thực cho trưôc, 0 < a < 1 và b* 0 . 

Tìm giới hạn của dãy số đã cho. 

Để đoán nhận giới hạn của dãy số đã cho, ta sẽ biểu diễn các số hạng của nó trên 
hai trục toạ độ (h. 4.5). Dựng hai đường thẳng (d) và (A) theo thứ tự có phương trình 
là y = ax + b và y = X (ở đây ta giả thiết b > 0 ; trong trường hợp b < 0, cách giải và 
kết quả hoàn toàn tương tự). Gọi Aj và theo thứ tự là giao điểm của đường thẳng 
X = Uị với đường thẳng ( đ) và đường thẳng (A). Điểm Aị có tung độ au x + b = u 2 
và điểm Bị có tung độ là Uị. Đường thẳng đi qua Aị và song song với trục hoành cắt 
(À) tại B 2 . Điểm B 2 có hoành độ là u 2 . Đường thẳng đi qua B 2 và song song với trục 

tung cắt ( đ) tại điểm A 2 . Tung độ của A 2 là au 2 + b = w 3 . Các điểm B 3 , A 3 , B 4 , A 4 . 

B n , A n ,... được xác định một cách tương tự. 

Gọi /(/;/) là giao điểm của hai đường thẳng ( đ) và (A). Khi n tăng thì điểm A n ngày 
càng dần đến điểm /, các điểm u n trên trục hoành (và trên trục tung) ngày càng dẩn 
đến điểm /, tức là 

limw„ = /. 



Vì / là giao điểm của hai đưởng thẳng (d) và (A) nên / là nghiệm của phương trình 

ax + b = x. 
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tức là 


Nhận xét 


x-ỉ- 


b 

1 - a 


Gọi Cị, c 2 , .... C n , ... là các giao điểm của đường thẳng y = l với các đường thẳng 

Xr ““ wỊ) A “ M■“ ÌẦ ••• • 

Khi đó 

AịCị _AE _BI 
BịCị ~ OE ~ AB~ a ' 

Vì AịCị = / - «2 và = / - Mị nên từ đó ta có 


Chứng minh tương tự, ta có 

/-ư n+1 _ _. 

• 7 • ■ ■ = a với mọi n. 

l-u„ 

Do đó, nếu đặt v n = ỉ- u n thì dãy số (v„) là một cấp số nhân lùi vô hạn. 



DÃY số có GIỚI HẠN VÔ cực 


1. Dãy số có giới hạn +00 

Xét dãy số ( u n ) với u n = 2n - 3. 

Ta thấy khi n tăng thì u n trở nên lớn bao nhiêu cũng được miễn là n đủ lớn. 
Nói cách khác, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều 
lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý cho trước. 

Ta nói rằng dãy số (2 n - 3) có giới hạn là + 00 . 
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Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 

Ta nói rằng dãy số (u n ) có giới hạn là +00 nếu vói mỗi số dương 
tuỳ ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào 
đó trở đi, đều lớn hơn số dương đó. 

Khi đó ta viết 

lim(M„) = +oo hoặc lim«„ = +00 hoặc u n -> + 00 . 

Áp dụng định nghĩa trên có thể chứng minh rằng : 

a) linm = +00 ; b) lim yfn = + 00 ; c) ìimựn = + 00 . 

2. Dãy số có giới hạn -00 
ĐỊNH NGHĨA 

Ta nói rằng dãy số (u n ) có giới hạn là -00 nếu với mỗi số âm tuỳ 
ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đểu nhỏ hơn số âm đó. 

Khi đó ta viết 

lim (u n ) = -00 hoặc lim u n = -00 hoặc u n -» - 00 . 

Dễ dàng thấy rằng 

lim u n = - 00 <=> lim (-11 n ) = + 00 . 

Ví dụ 1. Vì lim(2fl - 3) = +00 nên lim(-2w + 3) = - 00 . 

CHÚ Ý 

Các dãy số có giói hạn +00 và -00 được gọi chung là các dãy số có 
giới hạn vô cực hay dần đến vô cực. 

+00 thì \u n \ trở nên lớn bao nhiêu cũng được, miễn 
: — trở nên nhỏ bao nhiêu cũng được, miễn là n 

u n . 


Nhận xét. Nếu lim|wj = 
là n đủ lớn. Do đó — : 


đủ lớn. 
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Người ta chứng minh được 


ĐỊNH LÍ 

Nếu lim|« n | = +00 thì lim— = 0. 

u n 


3. Một vài quy tác tìm giới hạn vô cực 

Vì +00 và -00 không phải là những số thực nên không áp đụng được các định lí 
trong §2 cho các dãy số có giới hạn vô cực. Khi tìm các giới hạn vô cực, ta có 
thể sử dụng các quy tắc sau đây. 

a) Quy tắc 1 


Nếu \imu n = ±00 và limv^ = ±00 thì lim(w rt v„) được cho trong 
bảng sau: 


lim u n 

limv„ 

lim(iể„v w ) 

+00 

+00 

+00 

+00 

—00 

—00 

—00 

+00 

—00 

—00 

-00 

+00 


Ví dụ 2. Vì n 2 = tị.n và limw = +00 nên limn 2 = + 00 . 

Tương tự, vói mọi số nguyên dương k, ta có lim/ 2 * = + 00 . 

b) Quy tắc 2 


Nếu limw w = ± 00 và limv n = L * 0 thì limCM^v^) được cho trong 
bảng sau: 


lim«„ 

Dấu của L 

lim(«„v„) 

+00 

+ 

+00 

+00 

- 

—00 

—00 

+ 

—00 

-00 

- 

+00 
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Ví dụ 3. Tìm a) lim (3 n 2 - 101« - 51); b) lim 


-5 


3« 2 - 101« - 51 


Giải 


a) Ta có 3 n 2 - 101« - 51 - n 2 


í 3 _ỊOỊ 50 


V 


« n 2 j 


2 

Vì lim « = + 00 và lim 


(- _ 101 _ 50 

" n 2 ] 


= 3 > 0 nên 


lim (3 n - 101« - 51)= + 00 . 

b) Vì lim(3« 2 - 101« - 51) = +00 nên 

-5 1 


, lim 


3 n 2 -101«-51 


= -5 lim 


3n 2 -101«-51 


= (-5).0 = 0. □ 


HI] Tìm 

a) lim(« sin« - 2 n 3 ); 


b) lim 


3 

«sin« -2« 


c) Quy tác 3 


Nếu Yímu n = L * 0,lim v n =0 và v n > 0 hoặc v n < 0 kể từ 

một số hạng nào đó trở đi thì lim — được cho trong bảng sau : 

v « 


Dấu của L 

Dấu của v„ 

lim— 

v n 

+ 

+ 

+00 

+ 

- 

—00 

- 

+ 

—00 

- ■ 

- 

+00 


3« 3 + 2« - 1 

Ví dụ 4. Tìm lim--7—- 

2 n z - « 
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Giải 


Chia tử và mẫu của phân thức cho rỉ {n là luỹ thừa bậc cao nhất của n trong 
tử và mẫu của phân thức), ta được 


3 2__L 

t 3ft 3 + 2n - 1 _ n 2 n 3 


2n z - n 


2 _ _Ị_ 
n n 2 


Vì lim 


í 2 1 ^ 

3 . _r__ 

, 2 3 

V n n ) 


f 2 1 \ 2 ỉ 

= 3>0, lim “■ — ~r= 0 và — —^- > 0 vóimọi n nên 
{n n 2) n n 2 v 


1 - 3fl 3 + 2n “ 1 
lim — — -= + 00 . 

2 n z - n 


H2 


Tìm lim 


; -2rt 3 + « 


3« - 2 


Câu hỏi và bài tập 

11. Tìm giới hạn của các dãy số ( u n ) với 

a) u n = -2n 3 + 3« + 5 ; 

12. Tìm giới hạn của các dãy số ( u n ) với 

V ~2w 3 +3/ĩ —2 
a) “" = 3n-2 ; 

13. Tìm các giới hạn sau : 

a) lim(2/í + cos/i); 

14. Chứng minh rằng nếu q > 1 thì lim^ =+ 00 . 

15. Tìm giới hạn của các dãy số ( u n ) với 

a) “" = 2^i ; b)H„ = 2"-3" 


b) K„ = 1 / 3 « 4 + 5h 3 - 7«. 


b) «„ = 




7fl 3 - 5« + 8 


A2 + 12 


1 - 

b) lim| - 3sin2n + 5 
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Luyện tập 


Tim các giới hạn sau : 


... n 2 + 4n - 5 
a) lim ; 

3n ỏ + n l + 7 

b) lim 

. -y /2 n 4 + 3n - 2 

c) lim ; 

2- n + 3 

d) lim 


17. Tìm các giới hạn sau : 
a) lim(3fl 3 — 7/2 + 11); 

c) lim yịì + 2n - ĩ? ; 

18. Tìm các giới hạn sau : 

a) lim Ụn 2 + n + ì - n ) ; 


n 5 + n 4 - 3n - 2 
4 n 3 + 6 n 2 + 9 

3* - 2.5 n 
7 + 3.5" 

b) lim yj2n 4 - n 2 + n + 2 ; 


đ)lim yj2/3 — n + 2 . 


Hướng dẫn : Nhân và chia biểu thức đã cho với v« 2 + /í + 1 + n. 

b) lim ■ r —— 1 7 = =; 
yỊn + 2 - yỊn + 1 

Hướng dẫn : Nhân tử và mẫu của phân thức đã cho với \!n + 2 + VÃT+T. 

d) lim J= - 1 ; 

a / 3 « + 2 - ^2n + 1 


c) limị\[n + n + 2 — + 1 jỊ 

e) lim(v« + 1 - V«)/2 ; 


f) - V^TĨ 


3« + 2 


19. Tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn là ^, tổng ba số hạng đầu tiên của nó là ^ • 

Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số đó. 

20. Bông tụyết Vôn Kốc 

Ta bắt đầu từ một tam giác đều ABC cạnh a. Chia mỗi cạnh của tam giác ABC 
thành ba đoạn thẳng bằng nhau. Trên mỗi đoạn thẳng ở giữa, dựng một tam 
giác đều nằm ngoài tam giác ABC rồi xoá đáy của nó, ta được đường gấp khúc 
khép kín Hị. Chia mỗi cạnh của Hị thành ba đoạn thẳng bằng nhau. Trên mỗi 
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đoạn thẳng ở giữa, dựng một tam giác đều nằm ngoài Hị rồi xoá đáy của nó, 
ta được đường gấp khúc khép kín H 2 . Tiếp tục như vậy, ta được một hình 
giống như bông tuyết, gọi là bông tuyết Vôn Kốc ( * } (h. 4.6). 



Hình 4.6 


a) Gọi Pị, p 2 ,..., p n ,". là độ dài của Hị, H 2 ,..., . Chứng minh rằng (p n ) là 

một cấp số nhân. Tìm \imp n . 

b) Gọi s n là diện tích của miền giới hạn bởi đường gấp khúc H n . Tính S n và 
tìm giới hạn của dãy số (S n ). 

Hướng dẫn : Số cạnh của H n là 3.4”. Tìm độ dài mỗi cạnh của tì n , từ đó tính p n . 
Để tính s n cần chú ý rằng muốn có H n+l chỉ cần thêm vào một tam giác đều 
nhỏ trên mỗi cạnh của H n . 

(*) Helge von Koch (1879 - 1924) ỉà một nhà toán học Thuỵ Điển. Tên của ông gắn liền với một 
ví dụ vể một hình phảng có chu vi vô cục và diện tích hữu hạn. . 
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GIÔN UƠ-LIT - NGƯỜI SÁNG TẠO KÍ HIỆU 00 



John VVallis (1616 - 1703) 


Từ rất sớm, nhà toán học Anh Giôn Uơ-lit (John VVallis) đã học 
tiếng Hi Lạp, tiếng La-tinh và tiếng Hê-brơ. Năm mười lăm tuổi, 
ông bắt đầu say sưa học Toán. 

Năm 24 tuổi, ông được phong linh mục và trở thành giáo sư 
Toán tại trường ốc-xphớt (Oxtord) ở Anh. ông giảng dạy và 
nghiên cứu tại đó cho đến cuối đời. 

Ông có công lớn vì đã phát hiện được thiên tài toán học của 
Niu-tơn. Ông là người đầu tiên đã định nghĩa một cách chính 
xác luỹ thừa với các số mũ không, âm và hữu tỉ. 

Ông còn là người sáng tạo ra kí hiệu co để chỉ khái niệm vô cực. 


B. GIỚI HẠN CỦA HÀM số. HÀM số LIÊN TỤC 

ĐỊNH NGHĨA VÀ MỘT SỐ ĐỊNH LÍ 
VỀ GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 


1. Giới hạn của hàm sô tại một điểm 

a) Giới hạn hữu hạn 

Xét bài toán sau : 

2x 2 _ 8 

Cho hàm sốf(x) = ————— và một dãy bất kì Xị, x 2 , x n , ... những số thực 
JC z 

khác 2 (tức ỉàx n *2 với mọi n) sao cho limx„ = 2. (1) 

Hãy xác định dãy các giá trị tương ứng f(Xị), f(x 2 ), ...,f(x n ), ... của hàm số và 
tìm \imf(x n ). 



10A ĐS&GT - 11 
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Vì x n * 2 nên 

2(x? -4) -. 

f(x n ) = - * T = 2(x„ + 2) với mọi n. 

x n ^ 


Do đó 


/t*i) = 2(xj +2), /(x 2 ) = 2(x 2 + 2),/(x n ) = 2(x w + 2),.... 
Từ (1) suy ra 

lim/(x„) = Ìim2(x n + 2) = 2(limx„ + 2) = 2(2 + 2) = 8. 

Ta nói rằng hàm số/có giới hạn là 8 khi X dần đến 2. 

Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 1 

Giả sử (a ; b ) là một khoảng chứa điểm x 0 và/là một hàm số xác 
định trên tập hợp (a ; b)\{x 0 Ị. Ta nói rằng hàm số/có giới hạn 

là số thực L khi X dần đến x 0 (hoặc tại điểm x 0 ) nếu với mọi dãy số 
(x„) trong tập hợp (a ; b) \ {x 0 } (tức là x n e(ớ ; tí) và x n * x 0 với 
mọi n) mà limx„ = x 0 , ta đều có lim if(x n ) - L. 

Khi đó ta viết 

lim /(x) = L hoặc/(x) — > L khi X -» x 0 . 


Ví dụ 1. Tìm lim ( XCOS" ] • 

x-»0 V xj 


Giải 


Xét hàm số/(x) = xcos— • Với mọi dãy số (x^) mà x n * 0 với mọi n và 
limx„ = 0, ta có f(x n ) = x n cos— • Vì 

x n 


|/(*„)| = 


cos- 


< x n và lim x n = 0 
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nên lim f(x n ) = 0. Do đó 


lim /(x) = lim xcos— =0. □ 

“->0 jT->0V xj 

IM Ạ I -r- _ X 2 + 3x + 2 

HI Tim lim -—-- 

/-»-1 X + 1 

Nhận xét. Áp đụng định nghĩa 1, dễ dàng chứng minh được rằng : 

a) Nếu /(x) = c vói mọi xel, trong đó c là một hằng số, thì với mọi x 0 e R, 

lim f{x) = lim c - c. 

X—»Xq X->Xq 

b) Nếu g(x) = X với mọi X € R thì với mọi x 0 e R, 

lim g(x) = lim X = Xq. 

X-*Xq X^>X 0 

b) Giới hạn vô cực 

Giới hạn vô cực của hàm số tại một điểm được định nghĩa tưofng tự như giới 
hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm. Chẳng hạn, lim /(x) = + 00 có nghĩa 

X — 

là với mọi dãy (x^) trong tập hợp (a ; b)\ Ịx 0 l mà limx,, = x 0 , ta đều có 
\ìmf(x n ) = + 00 . 

Ví dụ 2. Tìm lim --—— • 

X->1 (x - l) 2 

3 

Giải. Xét hàm số /(x) =-——— • Với mọi dãy số (x„) mà x„ * 1 với mọi n 

(x - l) 2 

và limx„ = 1, ta có/(x„) =-——- • Vì lim3 = 3 > 0, lim(x„ - l) 2 =0 

và (x„ - l) 2 > 0 với mọi n nên lim f(x n ) = + 00 . Do đó 
3 

lim f(x) = lim--—— = + 00 . □ 

*->! X-+Ỉ (x - l) 2 

2. Giới hạn của hàm số tại vô cực 

Giới hạn của hàm số tại vô cực (khi X dần đến +00 hoặc -oo) được định nghĩa 
tương tự như giới hạn của hàm số tại một điểm. 
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ĐỊNH NGHĨA 2 


• Giả sử hàm số / xác định trên khoảng (a ; +oo). Ta nói rằng 
hàm số/ có giới hạn là số thực L khi X dần đến +00 nếu với mọi 
dãy số ( x n ) trong khoảng (a ; +oo) (tức là x n > a với mọi rí) mà 
lirm^ = + 00 , ta đều có 

\imf(x n ) = L. 

Khi đó ta viết 


lim f(x ) = L hoặc f(x) —► L khi X -> + 00 . 

X -»+00 


• Các giói hạn 
lim f(x) = + 00 , 

X—»+00 

lim f(x) = + 00 và 

X—»-00 


lim f(x) = - GO, 

X-»+00 

lim f(x) = - 00 

X-»-00 


tương tự. 


lim f(x) = L, 
»-00 

được định nghĩa 


Ví dụ 3 


a) lim -- = 0, vì với mọi dãy số âm (.X ) mà lim X = - 00 , ta đều có 

-í—»—00 X 

lim—= 0. 

b) Tương tự, ta có lim — = 0. □ 


Nhận xét 

Áp dụng định nghĩa giới hạn của hàm số, có thể chứng minh được rằng : 
Với mọi số nguyên dương k, ta có 

+00 nếu k chẵn 


a) lim X = + 00 ; 

jc-»+oo 

c) lim -L = 0 ; 
jc-»7oo x k 


b) lim X = 

x-»-00 

d) lim —■ = 0. 

x4-00 x k 


-co nếu k lẻ 


3. Một số định lí về giới hạn hữu hạn 

Áp dụng các định lí về giới hạn của dãy số, có thể chứng minh được các 
định lí sau đây về giới hạn của hàm số. 
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ĐỊNH Ú 1 

Giả sử lim f(x) - L và lim g(x) = M (L, M e R). Khi đó 

X->X Q X—*Xq 

a) lim [/(*) +g«] =L + M- 

X~>Xq 

b) lim [/(x) - g( x)] = L - M ; 

X —^ JÍQ 

c) lim [/(x)g(x)] =LM; 

x->x 0 

Đặc biệt, nếu c là một hằng số thì lim [c /(x)] - cL ; 

d) Nếu M* 0 thì lim 44 = 4 • 

*-»x 0 g(x) M 

Để dễ nhớ, ta nói 

Giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm sô' tại một điểm bằng tổng, 
hiệu, tích, thương các giới hạn của chúng tại điểm■ đó (trong trường hợp 
thương, giới hạn của mẫu phải khác không). 

Định lí 1 vừa nêu và định lí 2 tiếp theo vẫn đúng khi thay X -> x 0 bởi X -» +00 
hoặc X -> — 00 . 

Nhận xét 

Nếu k là một số nguyên dương và a là một hằng số thì với mọi x 0 E R, ta có 


lim ax k - lim a. lim X. lim X... lim X =a( lim x) k = axQ. 

x-»x 0 x-»x 0 X —> Xq X—>Xq X —> Xq X—>X'q 

k thừa số 

Ví dụ 4. Tìm 


2 _ 9 

a) lim (x 3 - 5x 2 + 7) ; b) lim — - ———— 

x->2 x->-l JC 3 + X 2 

Giải 

a) Ta có lim (x 3 -5x 2 + 7) = lim X 3 - lim (5x 2 ) + lim 7 

x->2 x-»2 x->2 X-+2 

= 2 3 - 5. 2 2 + 7 = -5. 
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b) Với X * -1, ta có 


„ X 2 - X - 2 _ (x + l)(x - 2) _ X ~ 2 


3 . 2 

X + X 


x z (x + 1) 


Do đó 


lim 


X 1 - X - 2 


= lim 


X - 2 


X-+-1 X 3 + X 2 X 2 


- - 3. 


□ 


H2 Tim lim 


2x - X + 1 


X + 2x 


Ví dụ 5. Tìm lim 


2x 2 - X 4- 10 


X +3x -3 


Giải 
Chia 

tử và mẫu của phân thức), ta được 


'1 "2 

Chia tử và mẫu của phân thức cho X (x là luỹ thừa bậc cao nhất của X trong 


2 _ J_ 10 

2x 2 - X + 10 X X 2 + X 3 ... . , n 

—-——-— =-—-X— với mọi X ^ 0. 

X 3 + 3x - 3 ] + — __ 

1 ^ 2 3 

X X 


í 2 1 ,10 

Vì lim I 22 —— + —ị 

X X J 


1 


10 


( 


\ 


và lim 

X —>+co 


\ X X J 


= lim — - lim —T- + lim 

x->+00 X X-M-00 X 2 -V->+oo X 3 

= 2 lim — - lim “ + 10 lim — 

x -»+00 X X-M-CO X 2 x->+ao X 3 

= 2 . 0 - 0 + 10.0 = 0 , 


= 1 nên theo định íí 1. d), ta có 


H3 


Tim lim 


fí __ 2x 2 - X + 10 0 

lim —r——-— = J = 0. 

X 3 + 3x - 3 1 

2x 4 - X 3 + X 


*->-«> X 4 + 2x 2 -7 


□ 
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ĐỊNH LÍ 2 

Giả sử lim f(x ) = L . Khi đó 

x->*0 

a) lim \f(x)\ = \l\ ; 

x ~* x ữ 

b) lim ị[f(x) = ÌÍL ; 

X^>Xq 

c) Nếu f(x) > 0 với mọi X <E /\{x 0 }, trong đó J là một khoảng 

nào đó chứa *0, thì L > 0 và lim yjf{x) = 4Z. 

_ _ - y ->-rọ __ 

Ví dụ 6. Tìm lim 

x T- 00 \x A +2x 2 -l 

Giải 

xn 1- 2x 4 -x 3 +x - .. Ị2x 4 - X 3 + X pr _ 

Vì lim ._ —— = 2 nên lim 3 = V2 . □ 

X + 2x - 7 x-t-ao ỵ x ạ + 2x l - 1 

HI Tìm lim ịx 3 + 7*1 và lim \lx 3 + Ix. 

x->-l X->-l 


Câu hỏi và bằi tập 

21. Áp dụng định nghĩa giới hạn của hàm số, tìm các giới hạn sau 
v .. X 2 -3x- 4 .... 1 


a) lim ———— 

X —> — 1 -T+ 1 


b) lim j 

-yj5 - X 


22. Cho hàm số/(*) = cos — và hai dãy số (x' n ), (x") với 


Xft 2nn 


(2/1 + 1)- 


a) Tim giới hạn của các dãy số ự n ), (*;’), (f(x' n )) và (/(*;')). 

b) Tồn tại hay không lim cos— ? 

x->0 X 
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23. Tìm các giới hạn sau : 


X —>2 

í 

c) lim X 

X —>0 ^ 


1 


24. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim 


3x z -x + 1 


X->-<*> 2x -1 


c) lim ^ 


X6 + 2 


*-» +00 3jc — 1 

25. Tìm các giói hạn sau : 


a) lim Ị 


X 1 + 2x 


\ 8x - X + 3 


+ 7*+ 11); 

b) lim . 

(2x - ì)(x 4 -3) 

X 

V 

5 

r yfx-3 
d) lim-——-- ; 

X-Ĩ9 9x-x 2 

-4 

9 



*~ > 2 V 2x l - 1 


ux 2x 4 +7^-15 

b) lim - - - 

x->-00 x 4 +l 


d) lim ^ 


X 6 + 2 


3jc j — 1 


b) lim 


;Vx 


Jt~>+C0 X - X + 2 


Bài đọc thêm 


u 


CÁC ĐỊNH Ll KẸP VÀ ĐỊNH ư VỂ ĐIỂU KIỆN TỔN TẠI GIỚ 
HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY số TĂNG HOẶC GIẢM 


Trong bài này ta sẽ đề cập đến một vài định lí quan trọng trong lí thuyết giới hạn, 
được sử dụng nhiều trong lí thuyết cũng như trong thực hành. 

1. Các định lí kẹp 

Ta nhắc lại một định lí ở đầu chương : Cho hai dãy số ( u n ) và (v„). Nếu \u n \ < v n với 
mọi n và lim v n - 0 thì lim u n = 0 . 
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Đó là một trường hợp riêng của định lí sau : 

Định lí 1 (Định lí kẹp về giới hạn của dãy số) 

Cho ba dãy số ( u n ), (v„) và (w„). Nếu 

u n <v n <w n với mọi n (1) 

và lim u n = lim w n = L (LeR) thì lim V n -L. 

Chứng minh. Từ (1) suy ra 

0 < v n - u n < w n - u n với mọi n. 

Vì lim ( w n -u n ) = lim w n - lim u n = L- L = 0 nên lim (v,j - u n ) = 0 . 

Do đó lim v n - lim [(v„ -u n ) + u n ~ị = lim ( v n -u n ) + lim u n = 0 + L = L. 

Ví dụ. Tìm giới hạn của dãy số (u„) với 

1 1 . , 1 
„ n= ■■ + ■ +...+ ■ ■ 

\n +1 y/n +2 ỵn +n 

Giải. Với mỗi số nguyên & mà 1 < k < n, ta có 



Do đó 

n _ ^ n ... . 

- V. • - < u n < 7=== với mọi n. 

■JJ7n 4J7ì 

Dễ thấy lim Ỵ== . — = lim ■ , = 1, do đó lim u n - 1 . □ 

V/2 2 +n + 1 

Từ định lí 1 và định nghĩa giới hạn của hàm số ta suy ra 
Định lí 2 (Định lí kẹp về giới hạn của hàm số) 

Giả sử J là một khoảng chứa JC 0 và /, g, h là ba hàm số xác định trên tập hợp 
J\{x 0 }.Nếuf(x)<g(x)<h(x) với mọi jeey\{A'o} và lim f(x)~ lim h(x) = L 

X —^A'q X —KVq 

thì lim g(jt) = L . 
x->*0 

Áp dụng định lí 2, người ta chứng minh được định lí sau : 

Định lí 3 

sinx 

lim —— - 1. 

Ă—>0 X 

Chứng minh 

Vì X * 0 nên ta chỉ cần xét X trong một khoảng nào đó chứa điểm 0, chẳng hạn 
*e(-f;§)và**o. 
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• Trước hết giả sử X £ Ị^o ", ~ 2 ^' Trên đường tròn 

lượng giác, ta đặt cung AM có số đo bằng * rad. 
Tia OM cắt trục tang tại điểm T (h.4.7). Ta có diện 
tích À OAM < diện tích hình quạt OAM < diện tích 
A OAT, tức là 


1 ._ 11 .. 

— sinjc < — X < — tan X. 

2 2 2 

Vì e [o ’ 2 ] n ® n s * nx > 0 ỉ do đó chia các vế của các bất đẳng thức trên cho 

1 . . , 

— sin X, ta được 

. X 1 

— ( 1 ) 



sin X cos JC 


Vì cos X > 0 với A' 6 0 ; 


K 


2 

cos X < 


nên từ (1) suy ra 
sinx 


< 1. 


( 2 ) 


Nếu * <5 “ ; oj thì -X e ị^o ; -J j ; áp dụng công thức (2) với (—JC>, ta được 

siní —xT 


sin Y 



< 1. 


jt-»0 


smx 

suy ra lim ——- = 1. 

,v-»0 X 


2 . Điều kiện để một dãy số tăng hoặc giảm có giới hạn hữu hạn 
Ta thừa nhận định lí sau : 

Định lí 4 

a) Dãy số tăng và bị chặn trên thi có giới hạn hữu hạn. 

b) Dãy số giảm và bị chặn dưới thì có giới hạn hữu hạn. 

Áp dụng định lí 4, người ta chứng minh được sự tổn tại giới hạn hữu hạn của nhiều 
dãy số. Ở đây ta chỉ nêu một ví dụ quan trọng. Xét dãy số ( u n ) với 


\A- 

V " 


\« 
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Dùng máy tính bỏ túi, ta tính được các giá trị gần đúng của các số hạng của nó : 

2 ; 2,25 ; 2,37037037 ; 2, 44140625 ; 2,48832 ; ...; w 1000 » 2,71692393; ...; 


M 10000 * 2,71814593 ;.. .. 

Người ta chứng minh được rằng đây là một dãy số tăng và bị chặn trên (chẳng hạn 
bởi số 3). Theo định lí 4, dãy số này có giới hạn hữu hạn. Giới hạn đó được kí hiệu là 
e, tức là 


'I 


e = lim(l + i) . 

Cũng như số 71, số e có một vai trò quan trọng trong toán học. Người ta đã chứng 
minh được rằng nó là một số vô tỉ và có giá trị là 

e = 2,718281828459... 



Trong định nghĩa lim f(x), ta giả thiết hàm số / xác định trên tập hợp 

(a ; b) \ (x 0 Ị, trong đó ( a ; b) là một khoảng chứa điểm x 0 . Như vậy, các giá 
trị được xét của X là các giá trị gần x 0 , bao gồm cả các giá trị lớn hơn lẫn nhỏ 
hơn x 0 . Khái niệm giới hạn một bên xuất hiện khi ta chỉ xét các giá trị của 
hàm số với X > x 0 hoặc chỉ xét các giá trị của hàm số với X < x 0 . 

1. Giới hạn hữù hạn 

ĐỊNH NGHĨA 1 

Giả sử hàm số/xác định trên khoảng (x 0 ; b ) (x 0 E E). Ta nói 
rằng hàm số/có giới hạn bên phải là số thực L khi X dần đến x 0 
(hoặc tại điểm x 0 ) nếu với mọi dãy số (x n ) trong khoảng (x 0 ; b) mà 
limx„ = x 0 , ta đều có lim/(x„) = L. 

Khi đó ta viết 

lim /(x) -L hoặc/(x) — > L khi X —» Xq . 

X -> 4 

Định nghĩa giới hạn bên trái của hàm số được phát biểu tương tự. 
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ĐỊNH NGHĨA 2 


Giả sử hàm số/xác định trên khoảng (a ; x 0 ) (x 0 e R).Ta nói 
rằng hàm số/có giói hạn bên trái là số thực L khi * dần đến x 0 
(hoặc tại điểm x 0 ) nếu với mọi dãy số (xj trong khoảng (a ; x 0 ) 
mà linư w = X Q , ta đều có lim/(x„) = L. 

Khi đó ta viết 

lim f(x)=L hoặc /(x) -» L khi X -> Xn. 

Nhận xét 

1) Hien nhien nêu lim /(x) = L thì hàm số / có giới hạn bên phải và giới 

A-->.r 0 

hạn bên trái tại điểm x 0 và lim /(x) = lim f(x) = L. 

■ v ~ >A 'o x ~* x ữ 

2) Ta thừa nhận điều ngược lại cũng đúng, nghĩa là 

Nếu lim /(x) = lim /(x) = L thì hàm số / có giới hạn tại điểm Xn và 

A->A - 0 X->Xq ' ■ u 

lim /(x) = L . 
x ~* x 0 

3) Các định lí 1 và định lí 2 trong §4 vẫn đúng khi thay X -> x 0 bởi X x 0 " 
hoặc X -» x 0 + . 

Ví dụ 1. Gọi d là hàm dấu 

-1 với X < 0, 
d(x) = « 0 với X = 0, 

1 với X > 0. 

Tìm lim d{x), lim d(x) và lim d{x) (nếu có). 

A~>0 A->0 + x->0 

Giải 

Với X < 0, ta có d{x) = —1. Do đó 

lim d(x) = lim (-1) =-l. 

X —>0 X— »0~ 
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Tương tự, ta có 

lim d{x) = lim 1 = 1. 

A'->0 + A--»0 + 

Vì lim d(x ) & lim d(x) nên không tồn 

X—>0 X— >0 + 

tại lim d(x) (h. 4.8). □ 

A-»0 


m Tì m Qiởi hạn bên phải, giới hạn bên trái 
và giới hạn (nếu có) của hàm số 

/w=p VỚU< -'- 

[2x 2 - 3 với X > - 1 

khiX dần đến - ỉ. 


1 

i y 



1 H 

o 7 



Hình 4.8 


2. Giới hạn vô cực 

1) Các định nghĩa lim f(x) = + 00 , lim f(x) = - 00 , lim f(x) = + 00 

x ~* x 0 x ~+ x 0 A -> Aq 

và A m + = - 00 được phát biểu tương tự như định nghĩa 1 và đinh 

X ~ >JC 0 

nghĩa 2. 

2) Nhận xét 1 và nhận xét 2 vẫn đúng đối với giới hạn vô cực. 


Ví dụ 2 

a) Từ định nghĩa giới hạn bên trái và giới hạn bên phải của hàm số, ta có 


lim -- = - 00 và lim — = + 00 . 
x-»(T x A->0 + X 

Vì lim -ì * lim -i nên không tổn tại lim — (h. 4.9a). 

x-»0 X X — >0 + x ' A-»Õ X 


b) Dễ dàng thấy rằng lim -ỉ— = + 00 . Do đó 

X —^0 I X I 


lim ĨTT “ +0 ° và lim 7^77 = +00 (h. 4.9b). □ 

x->0- I X I X-+0+ Ixl 
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Câu hồi và bài tập 


26. Áp dụng định nghĩa giới hạn bên phải và giới hạn bên trái của hàm số, tìm các 
giới hạn sau : 

a) lim ylx - ĩ ; b) lim Ụ 5 - * + 2x) ; 


X — >5 


c) lim —; 
*-> 3 + x - 3 


1 


d) lim 

x ->3 x * 


27. Tìm các giới hạn sau (nếu có) 

, \x-2\ . 

a) lim ——— ; 
xZi + x-2 

28. Tìm các giới hạn sau : 

s X + 2 y/x 
a) lim —— j=- ; 

jc-»o + X - \ịx 

. X '^ 4- 3x + 2 

c) lim — , ; 

jc->(-!) + ^5 + ỵ 4 


- . \x - 21 
b) lim ^; 

rTr V - 2 


b) lim 

jt-»2“ 


d) lim ,— 

^9 _ 


, .. I*-2I 

c) lim ——— 

x -> 2 * - 2 


4-x 2 , 

^2- X * 

yịx 2 -lx + Ì2 


X 
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29. Cho hàm số 


f(x) = 


2 \x\ - 1 


JĨI : 


Tìm lim /(x), 

x-+(-2 r 


+ 1 

lim /(x) và 
->(- 2 ) + 


với X < ~ 2, 

với X > - 2. 
lim f(x ) (nếu có). 

X —^ -2 


Luyện tập 


30. Tìm các giới hạn sau : 
a) lim \x 2 - 81; 

X —>>/3 


c) lim 


*->-! V X — 3 


e) lim 


n-x đ - 3x 


x ~* 2 2x + X — 3 
31. Tìm các giới hạn sau : 

, X 3 + 2V2 

a) lim —; 
x—>—\Ỉ2 X — 2 


X 4 - 16 


c) lim —---- ; 

x—>—2 X 4 - ()X + 8 

32. Tìm các giới hạn sau : 


2x 5 + X 3 


1 


a) lim 3 

x ->+00 V (2j 7 - l)(x J + x) 


c) lim 


X + X + 2,x 


X —»— 00 2x + 3 

33. Cho hàm số 


X + X + 1 

b) lim — T ^~— ; 
*->2 X 1 + 2x 


d) Um J^L±1) 
7-73 V X 2 - 6 


f) lim 

X — }-2 


b) lim 


2 Ix + II - 5-y/x 2 -3 


2x + 3 

21X 


2x 2 - 3x - 9 

y[T-~X + X - 1 


d) lim 

X->1' 


\/x 2 - ĩ 

2|x| + 3 




b) lim 

fx z +X + 5 
d) lim (x + 1) 


X —»+00 


2x 4 + X 2 + 1 


f(x) = 


X - 2x + 3 với X < 2, 


4x - 3 


với X > 2. 


Tìm lim /(x) , lim /(x) và lim /(x) (nếu có). 

x-»2 + x-+2~ x-»2 
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MỘT VÀI QUY TẮC TÌM GIỚI HẠN 

VÔ cự c 

———— — — 


Các định lí trong mục 3 §4 chỉ đúng đối với các giới hạn hữu hạn, không áp 
dụng được cho các giới hạn vô cực. Trong mục này, ta sẽ giới thiệu một định 
lí liên quan đến giới hạn vô cực và hai quy tắc tìm giới hạn vô cực. Định lí và 
các quy tắc này được áp dụng cho mọi trường họp : 

X —» Xq, X -» Xq , X — > Xq , X —» +00 và X —» - 00 . 

Tuy nhiên, để cho gọn, ta chỉ phát biểu cho trường hợp X —> x 0 . 


ĐỊNH LÍ 


Nếu lim Ị/(x) I = + co thì lim 1 =0. 

Dễ dàng suy ra định lí trên từ định nghĩa giới hạn của hàm số. 

Quy tắc 1 

Nếu lim /(x) = ± GO và lim g(x) = L 0 thì lim [/(x)g(x)] 

X —> Xq X —> Xq X —> x 0 

được cho trong bảng sau : 


lim /(x) 

A ~>. v 0 

Dấu của L 

lim [/(x)g(x)] 

x ->*0 

+00 

+ 

+00 

+00 

- 

—00 

—00 

+ 

—00 

—00 

- 

+00 


Ví dụ 1. Tìm 

a) lim (2x 3 - X 2 + 3x - 5); b) lim ——-rỉ- 

x->-°° x->-°°2x - X 2 + 3x - 5 


Giải 
a) Ta có 


2x 3 - X 2 + 3x - 5 = X 3 í 2 — — + ~—T- —— 

V * ■ X 2 X 1) 


vói mọi X * 0 . 
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Vì lim X 3 = - co và lim 1 2 - — +-~ —— =2>0 nên 

X —>-00 X—>-00^ X J 

lim (2x 3 - X 2 +. 3x - 5) = - 00. 

x-t-cc 

b) Vì lim 2x 3 - X 2 + 3x - 5 = +00 nên lim ———— - =0. □ 

x-ĩ-co 2x 3 - X 2 + 3x - 5 

Ví dụ 2. Tìm lim yj 3x 2 - 5x . 

X —^ —co 

Giải 


Vớix < 0, ta có 



X —► +00 


Quy tác 2 

Nếu lim f(x) = L * 0, lim g(x) = 0 và g(x) > 0 hoặc g(x) < 0 

X—*Xq X —> Xg 

vói mọi X € / \{x 0 }, trong đó / là một khoảng nào đó chứa x 0 

thì lim được cho trong bảng sau : 
g{x) 


Dấu của L 

Dấu của g(x) 

lim f( f[ 

x~>x 0 gự) 

+ 

+ 

+00 

+ 

- 

-00 

- 

+ 

-00 

— 

— 

+00 


11A ĐS4GT - 11 
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Ví dụ 3. lìm lim ——K 

*“> : 2(x + 2) 2 


Ta có ỉim (2x + 1) -SE — 3 < ũ, lỉm (x + 2) 2 = 0 và (x 4- 2Ỷ > 0 voi mọi 

X ~jy -2 X —4 -2 


X * -2» Đo ềố lim - = - 00 , 


Hm ——— 
* -* ~ 2 (x + 2) 

...2 . „ > 


□ 


ý* 4> V — 2 

VI dụ 4. Tìm lìm ~±~ , 

X “4 2 + 2 


Vì lìm (x 2 + x-2)=4 >0, lim (x “ 2) -0 vàx-2>0 vớìmọìX>2 nên 

X —> 2 + X *-4 2 + 


,, r+A‘~2 

lìm ••• — “ + 00 . 

X -4 2‘ — 2 


o 


S -. X 2 +x-2 

T?m lìm ——- ■ 

/->2“ *-2 

Ví dụ s. Tìm lìm • 

X -4 -00 — X + 1 

Gnỉì 

Chìa tử và mẫu của phân thức cho X 3 (x 3 lằ ìuỹ thừa của X cổ bậc cao nhất 
trong tử và mẫu của phân thức), ta được 

2x 3 - 5x 2 + 1 X + . 

—z ———“ - -““— á ~r- với mọi X 0 . 

X 2 - X + l 1 11 


Vì Um 

X -4 —00 


f 5 

1 > 


'l 1 

1 "ị 

2 - “ + 


=5 2 > 0, lìm 



^ X 

x 3 > 

X —> -ao 

{ X X 2 

X 3 j 


5=0 và 


* * +-Ịr = —Ịl- — + JL| <0 với X < 0nèn 


X X 2 X 3 x 


X X 2 


,, 2x 3 “ 5x 2 + 1 

lìm — T— 

X -4 —00 X - X + 1 


00 . 


□ 


162 


MB ĐS&GT -11 



34, Tìm các gỉớí hạn sau ĩ 
a) lỉm (3* 3 - 5x 2 + 7) ; 

33, Tim các giới hạn sau; 

,í_ 2x+l 
a) ỉim “V ; 
x^i + x-2 


c) lim 


1 Ị 


*-+0\x X ) 

36. Tìm các giới hạn sau : 
a) Um 


x 3 -5 


^+°° * + ỉ 
37, Tìm các giới hạn sau : 


ầ) lim 

74ỉ 


2 _ 2* + 1 
(A-lr 2a -3 


b) lim ./ 2 .V 4 3a) 12. 


h) Um _ - 

X Ỉ! 


d) Um 

x->2 


' 1 1 A 

X ~ 2 X 2 — 4 


h) Um 


V* 4 -- 


X“ỷH5ũ Ị 


x^ĩ{x-\){x L - 34 :+ 2) 



CẢC DẠNG Vớ ĐỊNH 


Khí giải các bài toán về giới hạn, ta có thể gặp mệt số trường hợp sau đây : 

1) Tìm Um— trong đó Umf(x) 5= ỊimgOr) 3= 0 hoặc lim/(j) - ± 00 , 
limgOO = ± 0°, 

2) Tìm UmỊ/Cr)g(x)], trong đó lin^*) .= 0, limgCr) .= ± < 50 , 



3) Tìm lim[y(x) - g(x)], trong đó lim/(x) = limg(x) = +00 

hoặc lim/(x) = limg(x) = -00. 

(Khi X —> x 0 , hoặc X —> Xq , X —> Xq , X -» +00, X —> -oo). 

Khi đó không áp dụng được các định lí về giới hạn hữu hạn cũng như các quy 
tắc tìm giới hạn vô cực. Ta gọi đó là các dạng vô định và kí hiệu chúng, theo 
thứ tự, là 

_ 0 00 

1) “ , — ; 2) O.oo ; 3) 00- co. 

0 00 

Khi tìm giới hạn các dạng này, ta cần thực hiện một vài phép biến đổi để có 
thể sử dụng được các định lí và quy tắc đã biết. Làm như vậy gọi là khử dạng 
vô định. Sau đây là một số ví dụ. 

1 ~_0 V 00 

1. Dạng 77 và — 

• & 0 00 


Ví dụ 1. Tìm lim —“— — ' ^ -■ 
*->ix 2 -12*+ 11 


Giải 


Ta có dạng vô định —. Nhân tử và mẫu của phân thức với X + -sịlx - ĩ, 
ta được 

X - 2x - 1 _ (x - yj2x - ĩ)(x + -yj2x - 1) 

X 2 - 12x + 11 (x 2 - 12x + ll)(x + ^2x - 1) 

_ X 2 - 2x + 1 

(x - l)(x - 11)(x +sịlx - 1) 

X — 1 

= -— —p= với X T 1. 

(x - 11) (x + 2x - 1) 


Do đó 


X - V2x - ĩ _ ' X - 1 _ n 

lim ———-= lim-——— — 7 -.= - =0. □ • 

*-+!X 2 - 12x + 11 X-Ã (x — 11) (x + yJ2x - 1) 

HĨ1 Tìm lim 

^ xT-2^ + 2x 2 
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Ví dụ 2. Tìm lim - V* 6 , — . 

Giải 

Ta có dạng vô định ^. Với mọi X < 0, ta có 


Vx 6 - 3x = lx 6 


( 3 A 

1-4 

V X J J 


Do đó 


_ I .3 L_ 3 _ 3 L 3 

11 V * 5 V * 5 




3jc 


X 3 .l-Â 



2 x 2 + 1 

' 2x 2 + 1 


L± 
V * 5 

= 1, lim 

Jt— >•— ocJ 

íỉ+41 

l* a: 3 J 

= 0 và 

2 

— + 
JC 


ti 

2 t 1 

V + 3 


nên 


í 


,. V X - 3x 

lim — ■ - -— = + 00 . 

JC -»-° 0 2 x 2 + 1 


H2 


Tìm lim 




3jc 


*-» +ũ0 2 x 2 +1 


□ 


2. Dạng O.oo 


X 2 - 4 


Ví dụ 3. Tìm lim {x -2) 

a->2* 

Giải 

Ta có dạng vô định O.oo. Với mọi X > 2, ta có 

(.X - 2)= (* - 2)- ^ 


~2 7 = (* - 2) / =- r - • 

* - 4 V(* - 2X* + 2) 


Do đó 


. Jx-2.yfx 0.V2 

im — r . — = ——— 


lim (x - 2) ■ = lim -= — ■ = = 0. 

*-»2 \ X 2 - 4 x->2 + yjx + 2 2 
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3. Dạng 00 - 00 

Ví dụ 4. Tim lim (VTf X - s[ĩ) • 

X—>+óo 

Giải 

Ta có dạng vô định ao “ 00 . Nhân và chia biểu thức đã cho với biểu thức 
Vi + X + .Vĩ, ta được 


Do đó 

lim (VT "ĩx - a/Ĩ) - lim ■ ■ --p = 0. 

M-ooJ , •* "->+<» X 

(<Jl + X + Vĩ được gọi là biểu thức liên hợp của biểu thức Ạ + x - Vĩ )< □ 


Vĩ 


+ * 


/“ (Vl + X “ Vĩ)(Vl + A‘ + \(a) _ 1 

Vi + * + Vĩ ~ Vi + * + Vx 


Câu hỏi và bầi tập 


Tìm các giới hạn sau : 


, x 3 -8 . 

;r - 4 

v 2x 2 +5x-3 

b) lim -- ; 

x~+{-3ý (x + 3) 

, .. 2jt 2 +5x-3 

c) lim " .. —X — ; 

JC—>(—3 r (a: + 3) 

^ V^+1-1 

d) lim ——7—- 

X +X 

Tim các giới hạn sau.: 


. 2* 2 +*-10 

a) lim -—7— ; 

*-»+00 9-3x 

.. J2x 2 -7x+12 

b) ;i m „ - 31*1-17 • 

lìm các giới hạn sau : 


a) lim (* 3 +1)1-—— ; 

,4<v 'ịx 2 -ì 

b) lim (x + 2) 1 * 
*->+*> ^ jr + J 

Tìm các giới hạn sau : 


a) lim Ụx 2 + 1 - x) ; 

.*-»+0Ó 

b) ỵj 2x : x2 - i - 

X-+Ỉ X - Jt 
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Luyện tập 


42. Tìm các giới hạn sau 

N ( 1 n 

a) lim -3 + - 7 - ; 

x-*0\x X 2 ) 

s 3 - Vx 

c) lim . . ; 

X -+ 9 9 - X 


e) lim 


X 4 - X 3 + 11 


XHH -00 2x -1 

43. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim 


X 3 + 3 V 3 




Tl 3-X 2 

yjx - 1 

2 .. ’ 


c) lim 

z 

*-*r X - X 
44. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim X 


2x 3 + X 


x-»-oo Vx 5 - X 2 + 3 


\Ì2x 4 + X 2 - 1 

c) lim - 

X —>+CC 1 Ẩ*x 

45. Tìm các giới hạn sau : 

V \lx 2 + X - yỊx 

a) lim -- 

x-»0 + x 2 


c) lim 
x-»3~ 


3 - X 


- x~ 


X 3 + 8 


b) lim ; 

X-+-2 X + 2 

2 - yj4- X 


d) lim 


Ị 

f) lim v 


X 4 + 4 


X — 00 X + 4 


u\ ti~. 'ỉx -2 
b) lim —r-—— 

x~>4 X Z - 4x 


d) lim 

jc-*0 


1 


x 2 ‘+ X + 1 - 1 


3x 



„ ịx\ + Jx 2 + X 
lim - * " 

X—»-00 X + 10 


d) lim (■>/2x 2 + ỉ + x). 

X —>-00 

r:_ „ Vl - X 

b) lim X— === - 

*-*r 2V1-X + 1 —X 

d) Um -f - 8 • 

*-»2 + X 2 — 2x 
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Trong định nghĩa giới hận của hàm số tại một điểm, ta không giả thiết hàm số 
xác định tại điểm đó. Hơn nữa, nếu hàm số xác định tại điểm được xét thì giới 
hạn (nếu có) và giá trị của hàm số tại điểm đó không nhất thiết bằng nhau. Tuy 
nhiên với những hàm số thường gặp như các hàm đa thức, các hàm phân thức 
hữu tỉ, các hàm số lượng giác,..., giới hạn và giá trị của hàm số tại mỗi điểm mà 
nó xác định là bằng nhau. Các hàm số có tính chất vừa nêu đổng vai trò quan 
trọng trong Giải tích và trong các ngành Toán học khác. Người ta gọi chúng là 
các hàm số liên tục . 

1. Hàm số liên tục tại một điểm 


ĐỊNH NGHĨA 

Giả sử hàm số/xác định trên khoảng {a ; b)vầx ồ e (a; tí). Hàm 
số /được gọi là liên tục tại điểm x 0 nếu 
lim /(x) = /(x 0 ). 

Hàm số không liên tục tại điểm x 0 được gọi là gián đoạn tại 
điểm x 0 . 

Ví dụ 1 



gián đoạn tại điểm X = 0 vì không tồn tại lim /(x) = lim — (h. 4.10). □ 

X —>0 X —>0 X 
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ỊhiỊ Xét tính liên tục của hàm sốf(x ) = UI tại điểm x~0 (h. 4.11). 

Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số 
X 2 +1 với X 9Ế - 1 

f(x) = i 1 

-2- với X = - 1 
12 

tại điểm X = “1 . 

Giải 
Ta có 

lim f(x) = lim (x 2 + 1) = 2 và/(-l) = ì • 

X—>-l X—>—1 ^ 

Vì lim f(x) * /(-1) nên hàm số/gián đoạn tại điểm X = -1 (h. 4.12). 

JC—►—1 





H2 


Xét tính liên 


tục của hàm số 


tại điểm X - 1 (h. 4.13). 


ẪX) = 


Ịx 2 + 1 với Jt < 1 
[x - 1 với X > 1 


2. Hàm số liên tục trên một khoảng, trên một đoạn 

ĐỊNH NGHlA 

a) Giả sử hàm số / xác định trên tập hợp J, trong đó J là một 
khoảng hoặc hợp của nhiều khoảng. Ta nói rằng hàm số /liên 
tục trên J nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc tập hợp đó. 

b) Hàm số/xác định trên đoạn [a ; b] được gọi là liên tục trên 
đoạn [a ; b] nếu nó liên tục trên khoảng (a ; h) và 

lim /(*) =f(a), ỉim f(x) =f(b). 

X -> a + X —> b 
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Ví dụ 3. Xét tính liên tục của hàm số 
f(x) - a/i — X 2 trên đoạn [-1 ; 1]. 

Giải 

Hàm số đã cho xác định trên đoạn 

[- 1 ; 1 ]. 

Vì với mọi x 0 e (-1 ; 1) ta có 



X m = ^^ =/(•» 0 ) - 

nên hàm số/liên tục trên khoảng (-1 ; 1). Ngoài ra, ta có 
lim /(*)= lim Jl - X 2 = 0 = /(-l) 


và 


lim /(x) = lim Ặ-x 2 =0=/(l). 

^->1 X —>1 

Do đố hàm số đã cho liên tục trên đoạn [-1 ; 1] (h. 4.14). 


□ 


CHỨ Ỷ . 

Tính liên tục của hàm số trên các nửa khoảng [a ; b ), (a ; b ], 

\ a ’ +0 °) và (~°° ỉ đư ợc định nghĩa tưotag tự như tính liên tục của 
hàm số trên một đoạn. 


H3 


Chứng minh rằng hàm sô f(x) = y[x + 1 //'én tục trên nửa khoảng [-1 ; + 00 ) 


(tức là liên tục trên khoảng (-1 ; +oo) và lim f(x) - /(-1)). 

x4(“i) + 


Qua các ví dụ đã xét, chẳng hạn ví dụ 3, ta thấy hàm số liên tục trên một 
khoảng hoặc trên một đoạn có đồ thị là một đường "liền nét". Trong ví dụ 2, 

hàm số/gián đoạn tại điểm = -1 ; đồ thị của no không phải là một đường 
liền nét. 

Nhặn xét Từ định lí 1 và nhận xét sau định lí 1 trong §4, dễ dàng suy ra 

1) Tổng, hiệu, tích, thương cúa hai hàm số liên tục tại một điểm là những hàm 

số liên tục tại điểm đó (trong trường hợp thương, giá trị cùa mẫu tm điểm đo 
phải khác 0). 
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2) Hàm đa thức và hàm phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) liên tục trên tập 
xác định của chúng (tức là liên tục tại mọi điểm thuộc tập xác định của chúng). 

Ta thừa nhận định lí sau 
ĐỊNH LÍ 1 

Các hàm số lượng giác ý ạ sin*, y = cosx, y = tanx, y - coư 
liên tục trên tập xác định của chúng. 

3. Tính chất của hàm số liên tục 

ĐỊNH LÍ 2 (Định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục) 

Giả sử hàm số / liên tục trên đoạn [a ; b]. Nếu f(a) *jịb) thì 
với mỗi số thực M nẩm giữa f(a ) và f(b ), tồn tại ít nhất một 
điểm c e (ứ ; tí) sao ch of[c) = M. 


Ý nghĩa hình học của định lí 

Nếu hàm sốf liên tục trên đoạn [a ; b ] và 
M là một số thực nằm giữa jịa) vàjịb ) thì 
đường thẳng y - M cắt đồ thị của hàm số 
y = fự) ít nhất tại một điểm có hoành độ 
c e (ứ ; b) (h. 4.15). 

HỆ QUẢ 

Nếu hàm số/liên tục trên đoạn [a ; b] và f(a) f(b) < 0 thì tồn 
tại ít nhất một điểm c G (a ; b) sao cho f(c) - 0.. 

Ý nghĩa hình học của hệ quả 

Nếu hàm sốf liên tục trên đoạn [a ; tí] và 
f(a)f(b) < 0 thì đồ thị của hàm số y =f(x) 
cắt trục hoành ít nhất tại một điểm có 
hoành độ c E (a ; tí) (h. 4.16). 

Ví dụ 4. Cho hàm số P(x ) = X 3 + X -1 . 

Áp dụng hệ quả, chứng minh rằng phương 
trình P(x) = 0 có ít nhất một nghiệm 

dương nhỏ hơn 1. Hình 4.16 
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Giải 

Hàm số p liên tục trên đoạn [0 ; Ị], P(0) = -1 và P{ 1) = 1. 

Vì PCO^O) < 0 nên theo hệ quả, tồn tại ít nhất một điểm c E (0 ; 1) sao 
cho P(c ) = 0. 

x-c chính là một nghiêm dương nhỏ hơn 1 của phương trình P(x) = 0. □ 


——Ị X + 5x — 2 

H4j Cho hàm số f(x) = —• Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một điểm 


2 x + 2 


c e (0 ; 2) sao chojịc ) = -0,8. 


Câu hỏi và bàỉ tập 


46. Chứng minh rằng 


a) Các hàm số f{x) - X 3 - X + 3 và g(x) = 


■T 3 -1 
X 2 + 1 


liên tục tại mọi điểm 


X € R. 

b) Hàm số f(x ) = <Ị 


X — 3x + 2 


X - 2 


1 


với X & 2, 
với X = 2 


liên tục tại điểm x-2 
c) Hàm số /( x) = < 


x 3 -l 


với X # 1 , 


X - ì 

2 với X = 1 

gián đoạn tại điểm Jt = 1. 

47. Chứng minh rằng : 

a) Hàm số f(x) = X 4 - X 2 + 2 liên tục trên E ; 

1 


b) Hàm số f(x) = 


liến tục trên khoảng(-l ; 1); 


J y — Ị- 11V1Ẫ IUV UV1Ỉ ± 9 X J , 

Ạ-x 2 

c) Hàm sô' f(x) = Vh - 2 x 2 liên tục trên đoạn [-2 ; 2]; 

N 

d) Hàm số /(*) = yj2x - 1 liên tục trên nửa khoảng ị ; + 00 
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48. Chứng minh rằng mỗi hàm số sau đây liên tục trên tập xác định của nó : 

a) f(x) = — 2x + T ; b ) = ^ “ x + v2 - X. 

49. Chứng minh rằng phương trình 

2 . 

X cos* + X sinx +1=0 
có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0 ; 7 i). 



Ta sẽ đưa ra một kĩ thuật tìm giá trị gần đúng nghiệm của một phương trình nhờ áp 
dụng hệ quả của định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục. 

Giả sử hàm số/liên tục trên đoạn [a ; b 3 và f(a), f(b) trái dấu. Khi đó, khoảng ( a ; b) 
chứa ít nhất một nghiệm của phương trình/(jc) = 0. 

Gọi m là trung điểm của đoạn [a ; b], tức là m = a J ~ . 

1. Nếu f{m) = 0 thì m là một nghiệm của phương trình. 

2. Nếu fíjrì) * 0 thì f(m ) trái dấu với f(a) hoặc trái dấu vói f(b). 

a) Nếu/(w) trái dấu với/(ữ) thì phương trình có nghiệm nằm trong khoảng (a ; m). 

b) Nếu/(m) trái dấu với f(b ) thì phương trình có nghiệm nằm trong khoảng ( m ; b ). 

Giả sử xảy ra trường hợp a). Gọi m { là trung điểm của đoạn [a ; m], tức là 
a + m 

m J = —-—. Ta lại xét giá tnhư đã làm ban đẩu. 

Tiếp tục quá trình đó, sau một số hữu hạn bước, ta tìm được hoặc một nghiệm của 
phương trình hoặc giá trị gần đúng của một nghiệm với độ chính xác mong muốn vì 
các đoạn chứa nghiệm ngày càng "thắt" lại. 

Ví dụ 1. Hàm số f(x) = -2x 3 + 7x 2 + 6 x - 21 liên tục trên R. Vì /(-2) = 11 và 

/(-1) = -18, nên phương trình -2x 3 + lx 2 + 6 x - 21 = 0 có ít nhất một nghiệm 
trong khoảng (-2 ; -1). Ta tìm giá trị gần đúng của nghiệm đó theo cách đã nêu. 
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• Trung điểm của đoạn [-2 ; -1] là -1,5 ; Vì 1,5) ■ -7,5 nên phương trình có 
nghiệm nằm trong khoảng (-2 ; -1,5). 


• Trung điểm của đoạn [-2 ; -1,5] là -1,75 ; Vì /(-1,75) = 0,65625 nên phương trình 
có nghiệm nằm trong khoảng (-1,75 ; -1,5). 

Ta tiếp tục làm như vậy cho đốn khi đạt được giá trị gển đúng của nghiệm với độ 
chính xác cần có. 

Quy tắc thực hành 

Trong tính toán ta không quan tâm đến các giá trị liên tiếp qCia/00 mà chỉ quan tâm 
đến dấu của chúng, Vì vậy, ta ghl các gíá trị liên tiếp của X trong một bảng gổm haj 
cột: cột + và cột 

• Trong cột + ta ghi các giá trị của X, tại đóf(x) lấy giá trị dương. 

• Trong cột - ta ghi các giá trị của X, tại đó f(x) lấy glá trị âm. 

• Mỗi giá trị tiếp theo của X là trung bình cộng của glá trị sau cùng của cột + và gỉá trị 
sau cùng của cột - trước nó. 

• Nghiệm của phương trình nằm giữa giá trị sau cùng của cột + và giá trị sau cùng 
của cột -. 

Chẳng hạn, với ví dụ 1, ta có bảng sau ; 


Ẩ~2) = 11 


/(-1,75) = 0,65625 


+ 

- 

-2 

-1 


-1,5 

-1,75 

-1,625 

-1,6875 

-1,71875 


yH )*-18 

/(-1,5) = -7,5 

/(-1,625) = -3,68359375 
/(-1,6875) = -1,5805664063 


Phương trình có nghiệm XQ thoả mãn 

-1,75 < JCo <-1,71875. 

Giá trị gần đúng của nghiệm ià -1,7 sai khác không quá 0,1. □ 


Ví dụ 2. Tìm gíá trị gần đúng của 4Ĩ với ba chữ số thập phân. 

Giải 

Ta thấy 4Ĩ là một nghỉệm của phương trình 
Ax) = X 2 - 2 = 0. 

Vì/(1) = -1 và fiX) = 2 nên phương trình trên có một nghiêm nằm trong khoảng (1; 2) ; 
đó là 4Ĩ (còn nghiệm ~4Ĩ của phương trình nằm ngoài đoạn [1 ; 21). Bảng sau 
đây cho ta gíá trị gẩn đúng cồa 42, 
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- 

+ 

1 

2 


l3 

1,25 


1,375 

1,4375 

1,40625 

1,421875 

1,4140625 

1,41796875 

1,416015625 

1,4150390625 

1,41455078125 


Từ bảng trên ta có 

1,4140625 <4Ĩ < 1,41455078125. 

Giá trị gần đúng của \Í2 /ả 1,414 sai khác không quá 0,001. 


Luyện tập 


50. Chứng minh rằng : 

a) Hàm số 

/(*) = 

gián đoạn tại điểm X = 0. 

b) Mỗi hàm số 


I (x + Ir với X < 0 
X 2 + 2 với X > 0 


g(x) - yjx - 3 và h{x) = ị 


X - 2 


với X < ỉ 


với X > 1 
X 


liên tục trên tập xác định của nó. 

51. Giải thích vì sao 

a) Hàm sốj{x) = X 2 sinx - 2cos 2 X + 3 liên tục trên M; 

,. , , X + xcosx + sinx „ _ 

b) Hàm sô g(x) =- —- — -liên tục trên R ; 


2sinx + 3 




c) Hàm số h(x) = 


(2x + l)sinx - cos X 
xsinx 


liên tục tại mọi điểm X ^ kn, 1gZ. 


v ^ 2 1 ■ / 

52. Chứng minh rằng hàm s ốf(x) = X + X + 3 + ——— liên tục trên tập xác định 

của nó. 

53. Chứng minh rằng phương trình X 3 + X + 1 = 0 có ít nhất một nghiệm âm 
lớn hơn -1. 

54. Cho hàm số 


'_Ị_ 

f(x) = \ X 


-1 


với X * 0 
với X = 0 


a) Chứng tỏ rằng /(-l)/(2) < 0. 

b) Chứng tỏ rằng phương trình /(x) - 0 không có nghiệm thuộc khoảng 

H;2). 

c) Điều khẳng định trong b) có mâu thuẫn với định lí vể giá trị trung gian của 
hàm số liên tục hay không ? 



CÔ-SI, NHÀ TOÁN HỌC LỚN 

■ # 


Nhà toán học Pháp Cô-si (Cauchy) là một trong những người sáng lập ra Giải tích 
hiện đại, đồng thời ông cũng có nhiều đóng góp sâu sắc trong các ngành toán học và 
khoa học khác, ông đã để lại dấu ấn thiên tài của mình trong nền Toán học thế kỉ XIX. 


Sinh ở Pa-ri, từ rất sớm ông đã ham mê toán học. Năm 
mười sáu tuổi’ông vào học Đại học Bách khoa Pa-ri và 
trở thành kĩ sư. Sau đó, ông tham gia xây dựng quân 
cảng Sec-bua (Cherbourg). Hăng say lao động nhưng 
sức khoẻ không tốt, ông đành phải trở về giảng dạy 
Giải tích và Cơ học tại Đại học Bách khoa Pa-ri. 

Từ thế kỉ XVIII, nhà toán học Thuỵ ốĩ Lê-ô-na ơ-le 
(Leonhard Euler, 1707 - 1783) đã phát triển phép tính 
vi phân của nhà toán học Anh Niu-tơn (Nevvton, 1642 - 1727) 
và nhà toán học Đức Lai-bơ-nít (Leibniz, 1646 - 1716). 
Tuy nhiên, các khái niệm vô cực, vô cùng bé và vô cùng 
lớn vẫn còn tối nghĩa, không rõ ràng, lập luận còn thiếu 
chặt chẽ. 



Augustin Louis Cauchy 
(1789- 1857) 
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Trong giảng dạy, Cô-si quan tâm đặc biệt đến việc định nghĩa các khái niệm một 
cách chặt chẽ. Nhiều định lí và phương pháp do ông chứng minh và phát minh mang 
tên ông. Chính ông là người đầu tiên đã trình bày khái niệm giới hạn của hàm số 
bằng ngôn ngữ như hiện nay đang được giảng dạy trong các trường đại học. 

Giáo trình Giải tích mà ông giảng dạy và công bố đã ngay lập tức bị các sinh viên và 
các đồng nghiệp phê phán bởi vì nội dung của nó vượt xa mục tiêu đào tạo các kĩ sư 
tương lai thời đó. Cuộc cách mạng năm 1830 đã làm gián đoạn sự nghiệp của ông. 
Trung thành với Sác-lơ X (Charles X), ông đã từ chối không tuyên thệ trung thành với 
vua Lu-i Phi-lip Đooc-lê-ăng (Louis Philippe d’Orléan), người thay thế Sác-lơ. 

Ông đã bị đi đày ở Tu-rin, sau đó ở Pra-ha. Tại đây ông đã làm gia sư cho công tước 
Booc-đô (Bordeaux), cháu của vua Pháp bị phế truất. 

Trở về Pa-ri năm 1838, tính cố chấp của ông vể chính trị đối với chế độ mới đã khiến 
ông bỏ lỡ nhiều vị trí công tác mà nhiều người ao ước. 

Cuộc Cách mạng Cộng hoà năm 1848 đã giải lời thề trung thành cho các công chức. 
Nhà toán học thiên tài đã hết ưu phiền và nhận ghế Giáo sư Thiên văn - Toán tại 
Đại học Sooc-bon (Sorbonne). ông giảng dạy và nghiền cứu ở đó cho đến cuối đời. 

Ông đâ có nhiều đóng góp về Giải tích, Đại số, Hình học, Số học, Lí thuyết hàm số 
phức, Cơ học, Quang học, Thiên văn học,... 


Câu hồi và bàl lập An tập chương IV 

A. GIỚI HẠN CỦA DÃY số 


55. Tìm giới hạn của các dãy số ( u n ) với 

, 2r?-n-3 

a) “»= 5^r ; . ' 

c) u n = - 2n 2 + 3n - 7 ; 

56. Tìm giới hạn của các dãy số ( u n ) với 

a ) u n - y/3n - yj2n - 1 ; 

57. Cho một cấp số nhân ( u n ), trong đó 

243Mg = 32 «3 với «3 ^ 0. 


b) u n 
d) u n 


^n 4 ~2n + 3 
-2n 2 +3 ’ 

= ìịn 9 + Sn 2 -1 . 



b) u n = 


4 n -5 n 
2 n + 3.5 rt 


12A DS&GT -11 
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a) Tính công bội của cấp số nhân đã cho. 

b) Biết rằng tổng của cấp số nhân đã cho bằng 3 5 , tính Uị. 

58. Tìm giới hạn của dãy số ( u n ) xác định bỏi 

.... 1 , 1 1 
un 1.2 + 2.3 + "' + n(n + ì) ■ 

Hướng dẫn : Với mỗi số nguyên dương k, ta có p- T 

Kyỉc ”1" i. J A Ịc "ỉ* ỉ 


B. GIỚI HẠN CỦA HÀM số. HÀM số LIÊN TỤC 

59. Tìm các giới hạn sau : 


ạ) lim 


2x + 3x + 1 


í 


X -x+5 


*->-2 V X -X + 2 
c) lim 


b) lim 

X— >— 00 zx — 1 


X 4 +1 


X + 4 


x-*(-3) X 2 + 4x + 3 

* Jễ~+2x - 2 

e) lim =====— ; 

*-»(-2) + yịx + 2 


đ) lim , 7—”73 \lT~T ’ 

*->2 ( X - 2) 2 V 4 - X . 

f) lim Ụx 2 + X - yỈ4 + X 2 ) • 

X —^—co ' 


60. Hàm số 


/(*> = 


X 3 + 8 


4x + 8 
3 với X = -2 


với X * -2 


có liên tục trên R không ? 

61. Tìm các giá tri của tham số m dê hàm số 

i 

X 2 - 3x + 2 
/w = 1 X 1 - 2x 


với X < 2 


mx + m + 1 với X > 2 


liên tục trện R. 

62. Chứng minh rằng phương trình 

X 4 - 3x 2 + 5x - 6 = 0 
có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (1; 2). 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 

Trong môi cau cua các bài từ 63 đến 65, hãy chọn kết quả đúng trong các kết 
quả đã cho. 

n ~ 2yfnsm2n lv , . . 

63. a) lim- - - là : 

2 n 

( A ) 1 ; (B) 2 ; (C) -1 ; (D) 0. 

ux n 2 -3n 3 „ 

b) lim-—ị——-là : 

2 n 5 4- 5n - 2 

(A) 2 ; (B)|; (C) ; (D) 0. 

3" - 1 

c) lim ———————7 -là : 

2 n - 23 n + 1 

(A)_ 2 ; (B)|; (C)|; (D)-l. 

d) lim(2n - 3n 3 ) là : 

(A) + 00 ; (B)-co; . (02; (D)-3. 

64. a) lim—-ặ là : 

1-3 n 2 

1 2 

(A) ỉ (B) ~ ; (C) + 00 ; (D)-oo. 

b) 1101 ( 2 "-5") là: 

( A ) + 0 °; (B)l; (C)-oo; (D) ị ■ 

_ 2 

c) lim(v« + 1 - VrâỊ là: 

(A) + 00; (B) - 00 ; (C) 0 ; (D) 1. 

d) lim .... L-là : 

yln 2 + n - n 

w + cc; (B)0; (C>2; (Đ) -2. 
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1 - 2 ” „ 

65. a) lim-——- là : 


(A)-f ; 


3” +1 

(B)0; 

b) Tổng của cấp số nhân vô hạn 

_I i 

2’ 4’’ 


(C)l; 

..íiỉìl 

; 2 n 


< D >Ỉ' 


là: 


(A)-ị; 


(B) 


2 ’ 


( 0 - 1 ; 


(D) 


c) Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,5111... được biểu diễn bởi phân số 


(A)£; 


46 

(B) 90 ’ 


(C) -íỉ ; 
1 ; 90 


(D) ^ 
v ; 90 


66. a) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là -1 ? 


, ni; „2« + 3 . 

(A) lim 2 _ 2 n 


(B) lim 


2 

n + n 


2 3 

n - n 

2n 3 + 1 
„3 


(D) lim 


(C) lim 

- 2 « — 

b) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là + 00 ? 


n 2 +3 


(A) lim 


n 2 -3n + 2 

2 ~" 
n + n 


(B) lim 


1: _ 2 n 2 - 3 n m 
(C) lim—-7—; 

n ó + 3 n 


(D) lim 


n 3 + 2 n-ì 
n - 2n 3 
n 2 - n + 1 


2n - ĩ 


c) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là 0 ? 


(A) lim 


(C) lim 


2 n + 1 
3.2” - 3” 
1 - n 3 


(B) lim 


2” +3 
1 - 2 ” 


(D) lim 


(2 n + 1)(/1 - 3Ỵ 


r, _ » ■ - . _ 3 

+ 2« n - 2n 

67. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây : 


X 2 - 3 

a) lim — 7 — — là 
X 5 +2 


(A) 2; 


(B) 1; 


(C) -2; 


<»-! 
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b) lim 


ỉà 


*->3 V jr-x-6 


(A) f ; 


(B)2; 


V X + 3x-4 
c) lim —s—- là 


(A) I ; 


(C) 3; 


x->-4 X +4x 

(B)l; 

68. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây 

là 


(C) -J ; 


2x 2 -3 
a) lim ị* .- 

*-++«> X + 5x 


(A) 2 ; 


(B)0; 


1 _\ i • ~~~3x +7x — 11 

b) lim —“—Y -là 

*->-® x 5 +x -3x 


(A) 0; 


(B) -3 ; 


(Q 


(C) 3; 


-2x 5 + x 4 -3 ìu 
c) lim — —— — - — là 

*-+-°° 3x -7 

(A) -00 ; (B) -2 ; (C) 0 ; 

69. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây 

a) lim . Ỉ=ỊỊ== là 

*-> +co Vx 2 - 1 


(A) 1; 

(B) -1; 

(C) 0; 

yịl — X 

-1 1N 


b) lim 

— là 


X — >0 X 

(A) ị; 


(C) +oo; 

2x-l 

c) lim—-— - 

là 


*->! (x -1) 2 



(A) 2; 

(B) -1 ; 

(C) + 00 



(Đ)-l. 


(D) -3. 


(D) - 00 . 


(D) + 00 . 


(D) + 00 . 

(D) 0. 


(D) - co. 
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d) lim 


2 

X + X 


là 


*->-i X + 3x + 2 


(A) 2 ; (B) J ; 

(C) -1 ; 

70. a) Trong bốn giói hạn sau 

đây, giới hạn nào là -1 ? 

/\\ 2x 2 + X -1 

(A) lim ; 

(B) lim - 

3x + X 

X— >-00 

X 3 - X 2 +3 


(C) lim -^— 3 - ; 

(D) lim 


JC —>-00 

b) Trong bốn giới hạn sau 

đây, giới hạn nào là 0 ? 

(A) lim x ~ ; 

(B) lim - 

X-+1 X 3 - 1 

X —>-2 - 

X 2 - 1 


(C) lim —-— ; 

(D) lim 

X->1 x z - 3x + 2 

X —>+00 

c) Trong bốn giói hạn sau đây, gioi hạn nào không 

2x + 1 


(A) lim i ; 

(B) lim 1 

x ->-00 X + 1 

jt-»+oo 

(C) lim -yJL= ; 

(D) lim - 

■ X->0yJx + 1 

*-»-! 1 

71. Tìm khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 


(D) 0 


2x + 3 
X 2 - 5x 

,r 2 -l 
X + \ 


'(* + >) 


Hàm số 


với X < 1, X # 0 


/(x) = ị 0 với X = 0 
Vx với X > 1 

(A) Liên tục tại mọi điểm trừ các điểm X thuộc đoạn [0 ; 1]. 

(B) Liên tục tại mọi điểm thuộc R. 

(C) Liên tục tại mọi điểm trừ điểm X = 0. 

(D) Liên tục tại mọi điểm trừ điểm X = 1. 
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Chươn 


Đflũ uítm 



Ẹ 

ỉ 

□ 

ĩ' 

5 


Đạo hàm là một khái niệm quan trọng của Giải tích, nó 
là một công cụ sác bén để nghiên cứu các tính chất của 
hàm số và giúp hoàn thiện việc vè đổ thị hàm số. 

Học sinh cán nắm vững định nghĩa và ý nghĩa của đạo 
hàm; nhớ các công thúc, các quy tác tính đạo hàm và sử 
dụng thành thạo chúng. 











KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 

__•__♦. ■.. 


1. Ví dụ mở đầu 

Từ vị trí o (ở một độ cao nhất định nào đó), ta thả một viên bi cho rơi tự do 
xuống đất và nghiên cứu chuyển động của viên bi. Trong Vật lí 7 ớ ta đã biết: 
Nếu chọn trục Oy theo phương thẳng đứng, chiều dương hướng xuống đất, 
gốc 0 là vị trí ban đầu của viên bi (tại thời điểm t = 0 ) và bỏ qua sức cản của 
không khí thì phương trình chuyển động của viên bi là 

y =ẪỒ = 2 s* 2 te là ỗ iatôc rơi tự do, g » 9,8 m/s 2 ). 

Giả sử tại thời điểm Í 0 , viên bi ở vị trí M 0 có toạ độ y 0 = /ơo) ’ tại thời điểm 
tị {tị > t 0 ), viên bi ộ vị trí Mị có toạ độ ỵị = f{tị). Khi đó, trong khoảng thời 
gian từ t 0 đến tị, quãng đường viên bi đi được là MqMị = /{tị) - f{t 0 ) (h.5.1). 
Vậy vận tốc trung bình của viên bi trong khoảng thòi gian đó là 

/('.)-/« 0 > , (1) 

h - ‘o 


Nếu tị - t 0 càng nhỏ thì tỉ số (Ị) càng phản ánh 
chính xác hơn sự nhanh chậm của viên bi tại 
thời điểm t 0 . Từ đó, người ta xem giới hạn của tỉ 

số ỉíhl —khi Ị dần đến t () là vận tốc tức 
'i-'o 

thời tại thời điểm í 0 của viên bi, kí hiệu là v{t ữ ). 
Nói cách khác, 

v«o) = lịm /ơl ) 2f ơo) □ 

h -* 1 0 ‘1 h 

Nhiều vấn đề của toán học, vật lí, hoá học, sinh 
học,... dẫn đến bài toán tìm giới hạn 


lim 

X — X x 0 




trong đó y =f{x) là hàm số nào đó. 


Hình 5.1 
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Trong toán học, người ta gọi giói hạn đó, nếu có và hữu hạn, là đạo hàm của 
hàm số y =jịx) tại điểm x 0 . 


2. Đạo hàm của hàm sô tại một điểm 

a) Khái niệm đạo hàm của hàm số tại một điểm 

Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (i a ; b) và điểm Jf 0 thuộc khoảng đó. 


ĐỊNH NGHĨA 

Giới hạn hữu hạn (nếu có) của tỉ số -----— f( x o) khi X dần 

X - JC 0 

đến x 0 được gọi là đạo hàm của hàm số đã cho tậi điểm JC 0 , kí 
hiệu là/X-^o) hoặc y(je 0 ), nghĩa là 

X ~ -^0 

Trong định nghĩa trên, nếu đặt Ax = X - x 0 và Ay =f(x 0 + Ax) -f(x 0 ) thì ta có 


n ) = lim /(*o + A*)-/Uo) = . ,i ệL . 

■ " Ax aa->0 Ax 


A*-»0 


( 2 ) 


CHÚ Ý 

% 

1) SỐ Ax = X - x 0 được gọi là số gia của biến số tại điểm A'o ; số 
Ay =f(x 0 + Ax) -f(x 0 ) được gọi là số gia của hàm sơ ứng với số gia 
Ax tại điểm x 0 . 

2) Số Ax không nhất thiết chỉ mang dấu dương. 

3) ầx và Ay là những kí hiệu, không nên nhầm lẫn rằng : Ax là tích 
của À với X, Ay là tích của A vói y. 

IhiI Tính số gia của hàm sổ'5^ = X 2 ứng với số gia Ax của biến số tại điểm x 0 = -2. 

b) Quy tác tính đạo hàm theo định nghĩa 

Ta có quy tắc tính đạo hàm của hàm số y =f(x) theo định nghĩa như sau : 
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QUY TẮC 

Muốn tính đạo hàm của hàm số / tại điểm x 0 theo định nghĩa, 
ta thực hiện hai bước sau : 

• Bước 1. Tính Ay theo công thức Ay =/(x 0 + Ax) -/(%)> trong 
đó Ax là số gia của biến số tại x 0 

Ay 

• Bước 2. Tìm giới hạn lim • 

Ajc->0 Ax 

Trong quy tắc trên và đối với mỗi hàm số được xét sau đây, ta luôn hiểu Ay là 
số gia của hàm số ứng với số gia Ax đã cho của biến số tại điểm đang xét. 

Ví dụ 1. Tính đạo hàm của hàm số y = x 2 tại điểm x 0 = 2. 

Giải. Đặt f(x) = X 2 , ta thực hiện quy tắc trên như sau : 

• Tính Ay 

Ay =/(x 0 + Ax) -f(x Q ) = (2 + Ax) 2 -2 2 - Ax(4 + Ax). 

• Tìm giới hạn 

lim ^ = lim (4 + Ax) =4. 

Ajt—>0 Ax Ajc->0 

Vậy/'(2) = 4. □ 

Nhận xét 

Nếu hàm sốy =f(x) có đạo hàm tại điểm Xq thì nó liên tục tại điểm Xq. 

^ Av 

Thật vậy, giả sử hàm số/có đạo hàm/’(%)’ tóc là lim =/'(x 0 ). 

Ax— >0 Ax 

Ta có 

Ay , Ay .. 

lim Ay = lim ~~~ • Ax = lim — • lim Ax =f\x o). 0-0. 

Ax— >0 Ax—>0 Ax Aj:—>0 Ax A.r-^0 

Do đó lim (/(x) - /(x 0 )) = lim Ay = 0. Điều này chứng tỏ 

x->x ữ Ax->0 

lim f(x) = f(x Q ). 

X-+XQ 

Từ đó suy ra rằng hàm số/ liên tục tại điểm x 0 . 
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3. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Cho hàm số y = j[x) có đồ thị (C), 

một điểm Mq cố định thuộc (C) có 
hoành độ x 0 . Với mỗi điểm M 
thuộc (C) khác Mq, ta kí hiệu X M là 
hoành độ của nó và k M là hệ số góc 

của cát tuyến MqM. Giả sử tồn tại 
giới hạn hữu hạn &Q = limẢ: M . 

X M ~ >X 0 

Khi đó, ta coi đường thẳng Mq T đi 

qua M 0 và có hệ số góc ỈCq là vị trí giới hạn của cát tuyến MqM khi M di 
chuyển dọc theo (C) dần đến Mq. 

Đường thẳng Mq T được gọi là tiếp tuyến của (C) tại điểm M 0 , còn M 0 gọi là 
tiếp điểm. 

Bây giờ giả sử hàm số/có đạo hàm tại điểm Xq. 

Chú ý rằng tại mỗi vị trí của M trên (C), ta luôn có k M - — f( x 0^ (h 5 2). 

X M ~X 0 ■ 

Vì hàm số/ có đạo hàm tại điểm JC 0 nên 

/’(*o) = lim — -5 ' ~ = lim k M = Icq. 

X M~>*0 X M ~ x 0 X M^ X 0 

Từ đó ta có thể phát biểu ý nghĩa hình học của đạo hàm như sau : 

Đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm Xq là hệ số góc của 
tiếp tuyến của đồ thị hàm số đó tại điểm M 0 (x 0 ;f(x 0 )). 

. GHI NHỚ 

Nếu hàm sốy -f(x) có đạo hàm tại điểm Xq thì tiếp tuyến của đồ thị 
hàm số tại điểm Mq(x 0 ;f(x 0 )) có phương trình là 

y =/'C*o)(* - *o) +Ẫ x o)- 
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Ví dụ 2 Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ỵ - X 3 tại điểm có 
hoành độjt 0 = -1. 

Giải 

Trước hết ta tính đạo hàm của hàm sốf(x) = X 3 tại x 0 = -1. 

• Tính Ày 

Ày =f(x 0 + Ar) -/(xq) = (-1 + Ax) 3 - (-1) 3 = ầx (3 - 3Ax + Ax 2 ). 

• Tính giới hạn 

lim “ = lim (3 - 3Ax + Ax 2 ) = 3. 

Ax->0 Ar Ax—»0 


Vậy/’(-l) = 3. 

" ^ 3 . 

Ngoài ra, ta có/(x 0 ) = (-1) = -1 nên phương trình tiếp tuyến cần tìm là 

y = 3(x + 1) - 1, hay y = 3x + 2. □ 


H2| Dựa vào kết quả của ví dụ 1, hãy viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm 
số y = x 2 tại điểm M 0 (2 ; 4). 


4. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm 

Xét sự chuyển động của một chất điểm. Giả sử quãng đường S đi được của nó 
là một hàm số s - s(t ) của tỈỊỜi gian t (5 = s(t) còn gọi là phương trình chuyển 
động của chất điểm). 

Tương tự như ví đụ mở đầu, khi I A 1 1 càng nhỏ (khác 0) thì tỉ số 

s(r 0 + A t) - s(t 0 ) 

A t 

càng phản ánh chính xác độ nhanh chậm của chuyển động tại thời điểm r 0 . 
Người ta gọi giới hạn hữu hạn 

y(r 0 ) = u 

u At-Xo A t 

(nếu có) là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm ÍQ. 

Từ đó, ta có thể phát biểu ý nghĩa cơ học của đạo hàm như sau : 

Vận tốc tức thời v(íq) tại thời điểm t 0 (hay vận tốc tại t 0 ) của một 
chuyển động có phương trình s = s(t ) bằng đạo hàm của hàm số 
s = s(t) tại điểm t 0 , tức ỉà 

v(t 0 ) = s'(*o)- 
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Chẳng hạn, trong ví dụ mở đầu, ta có 

m-m= 

= ^g{<+‘ũ){ 1 -‘ữ) ■ 

Do đó đạo hàm của hàm số y =/(í) là 

f\t 0 )= lim ~ £ ơo) 

t-±t ữ t - t 0 

= limỉg(r + í 0 ) = #b-. 

t-+to 1 

Vậy vận tốc của viên bi tại t 0 là v(í 0 ) = f'(tò) - gt 0 . 

H3 Một chất điểm chuyển động có phương trình s = t 2 (t tính bằng giây, s tính 
bằng mét). Vận tốc của chất điểm tại thời điểm t 0 = 2 (giây) bằng : 

(A) 2 m/s ; (B) 3 m/s ; (C) 4 mỉs; (D) 5 m/s. 

Chọn kết quả đúng trong các kết quả trên. 

5 . Đạo hàm của hàm số trên một khoảng 
a) Khái niệm 

Cho hàm số / xác định trên tập Jị trong đó J là một khoảng hoặc là hợp của 
những khoảng nào đó. Ta có định nghĩa sạu đây. 

ĐỊNH NGHĨA 

1) Hàm số/gọi là có đạo hàm trên J nếu nó có đạo hàm/'ột) tại 
mọi điểm X thuộc J. 

2) Nếu hàm số / có đạo hàm trên / thì hàm số /' xác định bởi 
/': /—> R gọi là đạo hàm của hàm sô f. 

Đạo hàm của hàm số y =f(x) cũng được kí hiệu bởi y\ 

Ví dụ 3. Tìm đạo hàm của hàm số y = x 3 trên khoảng (-00 ; +oo). 

Giải 

Với mọi X thuộc khoảng (-00 ; +oo) ta có : 

• Ay = (x + Axỷ - X = ầx (3x 2 + 3x.Ax + Ax 2 ) ; 
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• Um —- = lim ( 3x 2 + 3x.Ax + Ax 2 ) = 3x 2 . 

Ax->0 Av A.V—»0 

Vậy hàm số y = X 3 có đạo hàm trên khoảng (-00 ; +oo) và y' = 3x . o 


H4ị a) Chứng minh rằng hàm số hằng y = c có đạo hàm trên R. Tim đạo hàm đó. 


b) Chứng minh rằng hàm sốy = x có đạo hàm trên R. Tim đạo hàm đó. 


b) Đạo hàm của một số hàm sô thường gặp 

Ta có định lí sau : 

ĐỊNH LÍ 

a) Hàm số hằng y-c có đạo hàm trên E và ý - 0 ; 

b) Hàm sốy = X có đạo hàm trên M. và ý = 1; 

c) Hàm số ỵ = x n (n E N , n > 2) có đạo hàm trên R và y = tvc n 1 ; 

d) Hàm số y = \ỉx có đạo hàm trên khoảng ( 0 ; + 00 ) và y. = — 7 = • 

2 V X 

Chứng minh 


Qua hoạt động |H4| , ta đã chứng minh các kết luận a) và b). Sau đây ta chứng 
minh hai kết luận còn lại. 

c) Với mỗi X thuộc R ta tính đạo hàm của hàm số tại điểm X theo định nghĩa : 


• Tính Ày : Áp dụng công thức nhị thức Niu-tơn đối với (x + Av)”, ta có 
Ay = (x + Ax)” ~x n = C l n x n ~ l Ax + C 2 x n ~ 2 Ax 2 + ... + C”~ l xAx n ~ l + Ax n . 

• Tlm giới hạn (chú ý rằng c \ = n) 


lim = Um ícy* 1 + C 2 x"~ 2 Ax + ... + crW‘ 2 + A*"-') 

Àx-+oAx Ax->0 K 7 

n ^ 1 

= nx 

Vậy hàm số đã cho có đạo hàm trên R và y' = nx n l . 


190 





CHÚ Ý 

Hàm số y = 1*1 xác định tại X = 0, tuy nhiên người ta chứng minh 
được rằng nó không có đạo hàm tại điểm * = 0. 

Ví dụ 4 

a) Tìm đạo hàm của hàm số y = X 4 . 

b) Tìm đạo hàm của hàm số y = \fx tại điểm X = 9. 

Giải 

a) Với y - X 4 , ta có y' = 4* 3 (với mọi X € R). 

b) Với y = V* , ta có / = —i=r (với mọi *6(0 ; +cjo)>. 

2\jx 

Dođóy(9)= —7= = ị. □ 

2 V 9 6 

H5 Chợ hàm sốy ~ f(x). Tính /'(-1) vàf\\) {nếu có) trong mỗi trường hợp sau: 
a) f{x) - * 10 ; b) f{x) = yfx . 


m 



Câu hỏl vằ bài lập 


1. Tìm số gia của hàm sốy = X 2 — 1 tại điểm x 0 = 1 ứng với số gia Ax, biết 

a) Ax = 1 ; b) Ax = - 0,1. 

2. Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm Xq. 

a) y = 2x + 1, x 0 = 2 ; b) y = x + 3x , Xo = 1 • 

3. Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm x 0 (a là hằng số). 

1 2 

a)y = ax + 3; b) y = —ax . 

4. Cho parabol y = X và hai điểm A(2 ; 4) và B(2 + Ax ; 4 + Ay) trên parabol đó. 

a) Tính hệ số góc của cát tuyến AB biết Ax lần lượt bằng 1 ; 0,1 và 0,01. 

b) Tính hệ số góc của tiếp tuyến của parabol đã cho tại điểm A. 

5. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = X 3 , biết 

a) Tiếp điểm có hoành độ bằng -1 ; 

b) Tiếp điểm có tung độ bằng 8 ; >: 

c) Hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3. 

6. Một vật rơi tự do có phương trình chuyển động là s = ~gt 2 , trong đó g = 9,8 m/s 2 
và t được tính bằng giây (s). 

a) Tìm vận tốc trung bình trong khoảng thời gian từ t đến t + At với độ 
chính xác 0,001, biết t = 5 và AHần lượt bằng 0,1 ; 0,01 ; 0,001. 

b) Tìm vận tốc tại thời điểm t = 5. 

7. Tìm đạo hàm của hàm số/(x) = X 5 trên R rồi suy ra/'(-l),/'(“2) và/'(2). 

8 . Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau trên M . 

a) y = ax (ứ là hằng số); b) y = X 3 + 2. 

9. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau. 

a) y = ~—“—— với X * — ; b) y = yj3 - X vởi x<3. 

1 Áề 
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Bài đoc thêm 


V 


ĐẠO HÀM MỘT BÊN 


Ta đã biết rằng đạo hàm của hàm số/tại điểm x 0 là giới hạn sau đây 

lim /<*)-■£ &). (1) 

A' —> Xq X — Xq 

Nếu thay vì xét giới hạn (1), ta xét giới hạn một bên của cùng biểu thức đó thì giới 
hạn một bên ấy sẽ được gọi là đạo hàm một hên của hàm số đã cho tại điểm x 0 . 

1. Khái niệm đạo hàm một bên tại một điểm 

Định nghĩa. Cho hàm số/xác định trên nửa khoảng [x 0 ; b). Giới hạn bên phải (nếu 

có) của tỉ số khi X dần đến Xo được gọi là đạo hàm bên phải của hàm 

X - x 0 

số đã cho tại điểm x 0 , kí hiệu là f\ Xo ) hoặc /(Xo ). 

ÍV .. n _ 1; „ f(x)-f(x o) 

f(x o) = lim -• 

x->Xq x x 0 

Đạo hàm bên trái của hàm số /xác định trên nửa khoảng (a ; x 0 ], kí hiệu là/'( xộ ) 
hoặcy(xõ), cũn 9 đư 9 c đ ! nh n 9hĩa tương tự, nghĩa là 

A->A 0 x ^0 

Đạo hàm bên trái và đạo hàm bên phải được gọi chung là đạo hàm một hên. 

> Từ định nghĩa và các kết quả đã biết vể giới hạn một bên, ta dễ dàng suy ra : 

1) Nếu hàm số/xác định trên khoảng (a ; b) có đạo hàm tại điểm x 0 thuộc khoảng 
đó thì nó cũng có đạo hàm bên phải và bên trái tại x 0 , và /'(Xg ) =/'( Xq ) =/’( x 0 ). 

2) Ngược lại, nếu hàm số/xác định trên khoảng (ữ ; b) có đạo hàm bên phải và đạo 
hàm bên trái tại điểm x 0 sao cho/'( Xọ ) =/’( xộ) thì nó cũng có đạo hàm tại x 0 . 

3) Tuy nhiên, một hàm số có đạo hàm bên phải và đạo hàm bên trái tại điểm x 0 vẫn 
có thể không có đạo hàm tại điểm x 0 (khi /'(Xo )//'(x 0 )). 

> Sau đây là một số ví dụ. 

Ví dụ 1. Xét hàm số y = X 2 . Dễ thấy hàm số có đạo hàm tại X = 3, do đó nó có đạo 
hàm bên phải, đạo hàm bên trái tại X = 3 và 

/(3 + ) = /(3-) = /(3) = 6 . □ 
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y = x 2 - 21x1 


Ví dụ 2. Xét hàm số /(x) - X 2 -2|x| 
Ta có : 


x->0 + X-0 


, • ỵ2 ~ 2x 
= lim —- 

X— >0 + -* 


= - 2 , 


lim /W -{ (0) = 

X— >0 A 0 


,. X 2 +2x 

lim -- 

X— >0“ 


= 2 . 


Do đó tại điểm X = 0, hàm số /có đạo 
hàm bên phải /'(0 + ) = -2 và đạo hàm 
bên trái/’(()■) = 2, nhưng không có 
đạo hàm tại điểm đó. □ 



Hình 5.3 


> Cùng với khái'niệm đạo hàm một bên, người ta còn xây dựng khái niệm tia tiếp 
tuyến một bên của một đường cong tại một điểm. Tia tiếp tuyến bên phải củạ đồ thị 
hàm số y =/(x) tại điểm M 0 có hoành độ x 0 có hệ số góc bằng đạo hàm bên phải 


/ '(xq ). Điều tương tự cũng xảy ra đối với tia tiếp tuyến bên trái (h.5.3). 


Nếu tại điểm x 0 hàm số/có đạo hàm bên phải và đạo hàm bên trái, nhưng chúng 
không bằng nhau thì đồ thị hàm sốy =/(x) gọi là gãy tại điểm Mq (x 0 ;/(x 0 )). 

2. Đạo hàm của hàm số trên một nửa khoảng hay một đoạn 

Định nghĩa. Cho hàm số /xác. định trên tập K, trong đó, K là một nửa khoảng 
hay một đoạn. 

Hàm số / gọi là có đạo hàm trên nửa khoảng K - [a \ b) nếu nó có đạo hàm tại 
mọi điểm thuộc khoảng ( a ; b) và có đạo hàm bên phải tại a. 

(Tương tự nếu K=[a; +oo)). 

Hàm số / gọi là có đạo hàm trên nửa khoảng K = (a ; b] nếu nó có đạo hàm tại 
mọi điểm thuộc khoảng ( a ; b) và có đạo hàm bên trái tại b. 

(Tương tự nếu K = (-00 ; b\). 

Hàm số / gọi là có đạo hàm trên đoạn K = [a ; b] nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm 
thuộc khoảng (a ; b ), có đạo hàm bên phải tại a và đạo hàm bên trái tại b. 

Ví dụ 3. Hàm số y = I X Ị có đạo hàm bằng 1 trên nửa khoảng [0 ; +oo) và có đạo 
hàm bằng -1 trên nửa khoảng (-°0; 0]. 
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Luyện tập 


10. a) Tính/'(3) và/'(-4) nếu/(x) = X 3 . 
b) Tính/'(1) và/'(9) nếu f(x) '=yfx . 


11. Cho hàm số y — f(x) có đạo hàm tại điểm Xq và đồ thị (ơ). Mệnh đề sau đây 
đúng hay sai ? 


a) Nếu / ’(.Xo) = 0 thì tiếp tuyến của (ớ) tại điểm M(x {) ; f0c o )) song song vói 
trục hoành. 

b) Nếu tiếp tuyến của (ơ) tại điểm M(x 0 ; /(x 0 )) song song với trục hoành thì 


f\x o) = 0. 

12. Hình 5.4 là đồ thị của hàm số y = f(x) 
trên khoảng (a ; b ). Biết rằng tại các 
điểm M Ị, M 2 và A/ 3 , đồ thị hàm số có 
tiếp tuyến được thể hiện trên hình vẽ. 

Dựa vào hình vẽ, em hãy nêu nhận xét về 
dấu củaf\Xị),fXx 2 ) và/'(x 3 ). 

13. Chứng minh rằng để đường thẳng y = ax + b 
là tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) 


tại điểm (jc 0 ; /(jc 0 )), điều kiện cần và đủ 

là \a = f\x ữ ) 

1^0 + b = f( x o)- 



Hỉnh 5.4 


14. Cho hàm số y = I X |. 

a) Chứng minh rằng hàm số đã cho liên tục tại điểm X = 0. 

b) Tính đạo hàm của hàm số tại X = 0, nếu có. 

c) Mệnh đề "Hàm số liên tục tại điểm x 0 
thì có đạo hàm tại x 0 " đúng hay sai ? 

15. Hình 5.5 là đồ thị của hàm số 
ỵ =f(x) xác định trên khoảng (a ; b ). Dựa 

vào hình vẽ, hãy cho biết tại mỗi điểm Xị, 
x 2 , x 3 và x 4 : 

a) Hàm số có liên tục hay không ? 

b) Hàm số có đạo hàm hay không ? Hãy 
tính đạo hàm nếu có. 



195 










MỘT SỐ CHUYỂN ĐỘNG 
CÓ VẬN TỐC LỚN 


* Vận tốc âm thanh : khoảng 343m/s. 

* Vận tốc chuyển động của vệ tinh cách 
Trái Đất 200km : 22km/s. 

* Vận tốc chuyển động của Trái Đất quanh 
Mặt Trời: 30km/s. 

* Vận tốc ánh sáng : 300 OOOkm/s. 

* Vận tốc máy bay E-bớt (Airbus): 270m/s. 

* Vận tốc tên lửa đưa người lên vũ trụ : khoảng 
1 lkm/s. 


CÁC QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 


Nói chung, việc tính đạo hàm bằng định nghĩa thường rất phức tạp. Bài này sẽ 
cung cấp cho chúng ta những quy tắc tính đạo hàm, nhờ đó việc tính đạo hàm 
của một hàm số phức tạp sẽ được quy về tính đạo hàm của những hàm số đơn 
giản hơn. 

Để tiện cho việc diễn đạt, kể từ bài này, ta sẽ sử dụng kí hiệu J để chỉ tập con 
của M gồm một khoảng hoặc hợp của nhiều khoảng. 

1. Đạo hàm của tổng hay hiệu hai hàm sô 

ĐỊNH LÍ 1 

Nếu hai hàm số u - u(x) và V = v(x) có đạo hàm trên J thì hàm 
số y - u(x) + v(x) và ỵ = u(x) - v(x) cũng có đạo hàm trên J, và 

a) [u(x) + v(X)]' = u\x) + v'(x); 

b) [u(x) - v(jt)] T = u\x) - v'(x). 


l2 
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Ghi chú. Các công thức trên có thể viết gọn là 


(u + v)' - u'+ v' và (u - v)' = ù~ v' 

Chứng minh 

a) Tại mỗi điểm X e /, ta có 

• Ạy = [m(x + Ax) + v(x + Ax)] - |m(x) + v(x)] 

= ịu(x + Ax) - m(x)] + [v(x + Ax) - v(x)] = Au + Av. 

Ạy Am + Av Am Av 

• lim —- = lim — -= lim —— + lim —- = M (x) + V (x). 

Ax-*o Ax A.V —»0 Ax A.v^o Ajr Ax->0 Ax 

Vậy [u(x) + v(x)]' = u\x) + v'(x). 

b) Kết luận này được chứng minh tương tự. □ 

Nhận xét 

Có thể mở rộng định lí trên cho tổng hay hiệu của nhiều hàm số : Nếu các 
hàm sốu, V ,w có đạo hàm trên J thì trên J ta có 

(m ± V ± ... ± w)' = m' + v’ ± ... ± w\ 

Ví dụ 1. Tim đạo hàm của hàm số f(x) = X 6 - yfx + 2 trên khoảng (0 ; +oo). 
Giải 

Trên khoảng (0 ; +oo) ta có 

(X 6 -VI+ 2)’ = (x 6 )' - (VI)' + (2)' =6x 5 -——■ 

2 V.V 

Vậy f’(x) = 6x 5 □ 

2 VI 

IhiỊ a) Tính /'(-1) nếuf(x ) -X 5 ~x 4 + x 2 - ĩ. 

-1 ... X 2 . 

b) Cho hai hàm sốf(x) = — - và g(x) = —- • Biết rằng hai hàm số này có đạo 

X +1 x + 1 

hàm trên M. Chứng minh rằng với mọi X thuộc R, ta có f ’(x) = g\x). 

2. Đạo hàm của tích hai hàm số 

Định lí 1 có thể nói gọn là : Đạo hàm của tổng (hay hiệu) hai hàm số bằng 
tổng (hay hiệu) các đạo hàm của hai hàm số đó. 

Liệu điều tương tự có xảy ra đối với tích của hai hàm số hay không ? 

Định lí sau sẽ trả lời câu hỏi đó. 
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ĐỊNH LÍ 2 

Nếu hai hàm số u = n(x) và V = v(x) có đạo hàm trên J thì hàm 
số y = n(x)v(x) cũng có đạo hàm trên /, và 

[n(x) v(x)J' = u\x ). v(x) + n(x ). v'(x ); 

Đặc biệt, nếu k là hằng số thì [ku(x)Ỵ = ku\x). 


Ghi chú . Các công thức trên có thể viết gọn là 

(nv) ’ = u' V + uv ’ và ( ku ) ’ = ku '. 


Chứng minh 

Đặt /(x) = n(x)-v(x). Ta sẽ tìm đạo hàm của/tại một điểm X tuỳ ý thuộc J. 
Khi biến số nhận số gia Àx thì Au = u(x + Ax) - u(x) nên 
u(x + Ax) = u(x) + Au. 

Tương tự, do Av = v(x + Ax) - v(x) nên 


v(x + Ax) = v(x) + Àv. 

Ta sẽ sử dụng các đẳng thức trên để tính đạo hàm của hàm số/. 

• Aỵ =f(x + Ax) -f(x) = u(x + Ax) • v(x + Ax) - u(x) • v(x) 

= [m(x) + Au] • [ v(x) + Av] - m(x) • v(x) 

= Au • v(x) + u(x) ■ Av + Au ■ Av. 

Av Au • v(x) + m(x) • Av + Au • Av 

• lim = lim -—- 

Ax^o Ax Ax—>0 Ax 


- lim 

An 

v(x) 

+ lim 

, x Av 
n(x) — 


Ax 

Ar—>0 

Ax 


An • Av 
+ lim —-- 

A.X— >0 Ax 


"Để ý rằng 


lim 

Ax-»0 


Ax 


.. An 
lim —— 

Ax->0 Ax 


v(x) = u\x) • v(x), 


lim 

A.r->0 


, Av 
Ax 


Av 

= n(x) lim — = n(x) • v’(x), 
Ax—>0 Ax 


lim —— -= lim —— • lim —— • lim Ax = n’(x) • v'(x) -0 = 0, 

Ax —>0 Ax Ax~>0 Ax Ax —>0 Ax Ar-^o 
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ta có kết quả 

f'(x) = lim = ù(x)v(x) + u(x)v\x). 

Ax->0 A* 

Khi v(x) = k (hằng số) thì v'(x) = 0 nên ta có [& • u(x)]' = k • u'(x). 


H2| Cách tính đạo hàm như sau đúng hay sai, tại sao ? 


[rYĩ 2 -4)]' = (x 3 )' ■ (x 2 -4)' = (3.r 2 )(2x) - 6 x 3 . 


□ 


Ví dụ 2. Tính đạo hàm của hàm số y =f(x) trong mỗi trường hợp sau : 

X 8 2x 6 

a ) f(x) =-- + 3*; 

b) f(x) = (2x 2 + 1 ) \[x . 

Giải 


a )/•(*) = ị ị - ^ 3 - + 3*] = T^ 8 )’- § (x 6 y+ 3(x)’ = 2x - 4x 5 + 3. 
V J 

b )f(x) = ị(2x 2 + 1)711’ = (2jc 2 + l)'yfx + (2x 2 + l)( 7 ĩy 

= 4xyfx + (2x 2 + 1)—— . 

2vx 


□ 


H3^ a) Chứng minh rằng nếu các hàm số u, V và w có đạo hàm trên J thì hàm số 


f xác định bồi f(x) = uịx)vịx)w(x) (với mọi X e J) cũng có đạo hàm trên J và 

(uvw)' = ùvw + uv'w + uvw'. 

b) Áp dụng, tính đạo hàm của hàm số y = x 2 ( 1 -je)(x + 2) tại điểm X = -2. 


3. Đạo hàm của thưoìig hai hàm sô 

Sử dụng định nghĩa, ta cũng chứng minh được định lí sau 


ĐỊNH LÍ 3 

Nếu hai hàm số u = u(x) và V = v(x) có đạo hàm trên J và v(x) * 0 

với mọi xe J thì hàm số y = — 7—7 cũng có đạo hàm trên J, và 

1 1 v (*) 

u(x) ' _ u\x)v(x) - u(x)v'(x) 

L V (*)J ” v 2 (x) 
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Ghi chú. Công thức trên có thể viết gọn là 



H4| Chứng minh hệ quả dưới đây 


HỆ QUẢ 


a) Trên (-00 ; 0) u (0 ; +oo) ta có 


í \ V 




b) Nếu hàm số V = v(x) có đạo hàm trên J và v(x) * 0 với mọi X 

( 1 V v'(x) 


thuộc J thì trên J ta có 


v v(*) J 


v 2 (x) 


Ghi chú. Công thức thứ hai trong hệ quả trên có thể viết gọn là 

OY v’ 


Ví dụ 3. Tính đạo hàm của hàm số y =/(x), nếu : 
1 + 9x 


a)/(x) = 

b )/(x) = 
Giải 


X + 2 a 

1 

X 2 -1 


(a là hằng số); 


a) Áp dụng định lí 3 (ở đây u=\ + 9xvàv = x + 2 a), ta có 

(1 + 9jc)’(jc + là) - 0 + 9x)(x + 2 ày _ 9(x + 2 a) - (1 + 9x) 


f'(x) = 


(x + 2 aỴ 


(x + 2 aỴ 


18^-1 
(x + 2 aỹ 


/ 2 
b) Ap dụng hệ quả của định lí 3 (ở đây V = X - 1), ta có 


/’(*)=- 


Ịr-vy 

(X 2 - ì) 2 


2 x 


(X 2 - l) 2 


□ 
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H5 Chọn kết quả đúng trong các kết quả chò sau đây. 

___ . ,_, . ._ X 2 -3x + l V_ 

Đạo hàm của hàm số y = —-——— bằng 

... 2x-3 2x - 3 2 x 2 ~2x + ì 6x 2 -14x + 5 

(A) ; (B) - . ; (C) -. ----- - ; (D) - 9 ■ 

(2x-l f (2x-l) 2 (2x - ỉ) 2 (2x - 1) 2 

4. Đạo hàm của hàm sô hợp 

a) Khái niệm hàm sô hợp 

Ví dụ 4. Cho hai hàm số >7 = f{ù) và li — w(x), trong đó 
f(u ) = u và u(x) =x +3x + 1. 

Nếu trong f(u), ta thay thế biến số u bởi u(x) thì được 
f[u(x)] = (x 2 + 3x + l) 3 . 

Đặt g(x) = /[m(jc)] = (x + 3x + 1) . Rõ ràng y = g(x) là một hàm sô biến sô X. 
Ta gọi g là hàm số hợp của hàm số/qua hàm số trung gian u. □ 

Một cách tổng quát, ta có khái niệm hàm số hợp như sau (ở đây ta chỉ xét các 
hàm số được cho bởi biểu thức). 

Cho hai hàm số y =j{u) và u - u(x). Thay thế biến Lí trong biểu thức jịu) 
bởi biểu thức w(x), ta được biểu thức/[w(x)] với biến X. Khi đó, hàm 
số y = g(x) với g(x) = f[u(x)] được gọi là hàm số hợp của hai 
hàm số /và u ; hàm số u gọi là hàm số trung gian. 

Trong định nghĩa trên, tập xác định của hàm số hợp y = g(x) là tập các giá trị 
của X sao cho biểu thức /I«(x)] có nghĩa. 

H6 Cho f(u) = Vũ và u(x) - X - 1. Hãy tìm hàm sô' hợp y -j\u(x)] và tập xác định 
của nó. 

b) Cách tính đạo hàm của hàm sô hợp 

ĐỊNH LÍ 4 

a) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm tại điểm x 0 và hàm 
số y = f(u) có đạo hàm tại điểm Uq = m(x 0 ) thì hàm số hợp 
g(x) =/[m(x)] có đạo hàm tại điểm x 0 , và 

8 '{xứ =/'(«o) • u '( x o)- 

b) Nếu giả thiết trong phần a) được thoả mãn đối với mọi điểm 
X thuộc J thì hàm số hợp y = g(x) có đạo hàm trên /, và 

g\x)=f’[u(x)] • u\x). 
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Ghi chú. Công thức thứ hai trong định lí trên còn được viết gọn là 


g’x = ỉu ■ ư x 

Ví dụ 5. Đối với hàm sô gU) =f[u(x)] = (x + 3x + 1) được nêu trong ví dụ 4, 
ta tính đạo hàm của nó như sau : 

Ta có f\u) = ịu 3 j = 3 u 2 . Do u(x) = X + 3x + 1 nên 

f'[u{x)} = 3(x 2 + 3x + ì) 2 và u'(x) = (x 2 + 3x+ì)' = 2x + 3. 

Vậy g '(x) =f'[u(x)] ■ u'(x) = 3(x 2 + 3x + ì) 2 (2x + 3). □ 

Tổng quát ta xét hàm số y = ( u(x) n ) (với n e N và n > 2). Có thể xem hàm số 
này là hàm số hợp của hàm s ốf(u) = u n và hàm số trung gian u = u{x). Do đó, 
nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên J thì ta áp dụng định lí 4 để tính đạo hàm 
của hàm số hợp y - (u{x)) n (còn viết là y = u n {x)) như sau : 


f(u) = u =>/'(«) - n .u n 1 =>f'[u(x)] = n . u n 1 (x); 
u n (x) ' = f[u(x)] • u\x) = n • u n ~ l {x) ■ u\x). 


Vậy ta có 

HỆ QUẢ 1 


Nếu hàm số u — 

u(x) có đạo hàm trên J thì hàm số y = u\x) 

(với n E N và n > 2) có đạo hàm trên /, và 


u n {x) 

t n\ 

= n .u (x). u '(x). 





Ghi chú. Công thức nêu trong hệ quả 1 được viết gọn là 

Tưong tự, ta xét hàm số y = yịu(x). 


H7] a) Tìm hàm số f sao cho hàm số y = yju(x ) là hàm số hợp của hàm số f và 


hàm số trung gian u = u(x). 

b) Chứng minh rằng nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên J và u(x) > 0 với mọi 
X € J thì hàm sốy - yfu(x) cũng có đạo hàm trên J và Ụu(x)^ = ~^ù== • 
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HỆ QUẢ 2 

Nếu hàm số u = u{x) có đạo hàm trên J và u(x) > 0 với mọi X <E J 
thì hàm số y - yju(x ) có đạo hàm trên J, và 



Ghi chú. Công thức nêu trong hệ quả 2 được viết gọn là 



GHI NHỚ 

a) Đạo hàm của một sô hàm sô thường gặp (ở đây u - u(x)) 



b) Các quy tắc tính đạo hàm (ở đây u - u(x), V = v(x)) 










Câu hỏi và bài tập 


16. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm x 0 được cho kèm theo 


a) y = 7 + X - X , JC 0 = 1 ; 


b) y = X' - 2x +1, x 0 = 2; 


c) y - 2x - 2x + 3, x 0 = 1. 

17. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau ( a và b là hằng số) 

a) V = X 5 - 4x 3 + 2x - 3 Vx ; b) y = - -^-x + X 2 “ 0,5x 4 ; 


4 3 2 

X _ X X X 3 . ,, 

c)y=~-~Y+ 2 ~ x + a ’ á ^ y = 

18. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau 


ax + b 
a + b 


a) y = (X 7 + x) 2 ; 


b) y = (x 2 + 1)(5 - 3x 2 ); 


c )y = 


è)y = 


X 2 -1 


á)y = 


5x - 3 

X 2 + X + 1 


X ■+■ 2x + 2 


f) y = x(2x - l)(3x + 2). 


19. Tim đạo hàm của mỗi hàm số sau 


X _ , 2x32 . 

a) y = (x - X ) ; 


b)y = 


- 9 

X 


c)y = 


Vl - X 


d) y = . •' - (a là hằng số). 

/ 2 „2 
Vư - X 


20. Cho hàm số/(x) =Vx 2 - 2x . Hãy giải bất phương trình/'(x) < /(x). 


Luyện tập 


^ 2 2 ỵ 

21. Cho hàm số/(x) = X - 3x +2. Hãy giải bất phương trình 


a)/’(x) > 0 ; 


b)/'(x) < 3. 
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22. Tìm các nghiệm của phương trình sau (làm tròn kết quả nghiệm gần đúng đến 
hàng phần nghìn) 

X 3 - 

a )/'O0 - 0 với /00 = ™ - 2x 2 - 6x - 1; 


.. X 4 , 3x 2 

b)/’(*) = -5 với /(x) = ^ - X 3 - — - 3 


23. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau 

2x 4- 3 


a )y = 


1 


x^ - 5x + 5 


c) V = X 2 + X\fx + 1 ; 


b)y=~ , 

(x 2 - X + l) 5 

d) y = (x + l)(x + 2) 2 (x + 3) 3 ; 


e ) .y = 


fx 2 +l 


24. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 

X — 1 , 

a) y = —— 7 , biết hoành độ tiếp điểm là Xn = 0 ; 

X + 1 

b) y = Jx + 2 , biết tung độ tiếp điểm là y 0 = 2. 

25. Viết phương trình tiếp tuyến của parabol y = X 2 , biết rằng tiếp tuyến đó đi qua 
điểm Ẩ(0; -1). 


Hướng dẫn : Trước hết viết phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ x 0 
thuộc parabol đã cho. Sau đó tìm x 0 để tiếp tuyến đi qua điểm A (chú ý rằng 
điểm A không thuộc parabol). 


26. Hình 5.6 thể hiện màn hình của một trò 
chơi điện tử. Một máy bay xuất hiện ở 
bên trái màn hình rồi bay sang phải theo 
một quỹ đạo (C) là đồ thị của hàm số 

y =/00, trong đó/oo = -1 -ì (x > 0). 

JC 

Biết rằng tên lửa được bắn ra từ máy bay 
tại một điểm thuộc (C) sẽ bay theo 
phương tiếp tuyến của (C) tại điểm đó. 
Tim hoành độ các điểm thuộc (C) 


0 

-1 

-2 
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sao cho tên lửa bắn ra từ đó có thể bắn trúng một trong bốn mục tiêu nằm ở 
trên màn hình có toạ độ (1 ; 0), (2 ; 0), (3 ; 0) và (4 ; 0) (làm tròn kết quả đến 
hàng phần vạn). 

27. Một viên đạn được bắn lên từ mặt đất theo phương thẳng đứng với tốc độ ban 
đầu v 0 = 196 m/s (bỏ qua sức cản của không khí). Tìm thời điểm tại đó tốc độ 
của viên đạn bằng 0. Khi đó, viên đạn cách mặt đất bao nhiêu mét ? 



ĐẠO HÀM CỦA CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


Muốn xây dựng công thức tính đạo hàm của các hàm số lượng giác, trước hết 
chúng ta cần nghiên cứu giới hạn cơ bản sau đây. 

1. Giới hạn lim 

X— >0 X 

Để hình dung giá trị của giới hạn này, ta dùng máy tính bỏ túi lập bảng giá trị 
của biểu thức - X khi X nhận các giá trị dương và rất gần điểm 0 như sau : 


X 

n 

7U 

n 

n 

n 

ịrađian) 

180 

360 

720 

1800 

5400 






0,999999943 


Sin X 

Qua bảng trên ta thấy khi X càng nhỏ thì giá trị của biểu thức —— càng gần 
đến 1. 

Ta đã đhứng minh được định lí sau đây (xem bài đọc thêm trang 154). 


ĐỊNH LÍ 1 


sin X 

lim ——— = 1. 

JC—»0 X 
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CHỨ Ý 

Người ta cũng chứng minh được kết quả sau đây : Nếu hàm số 
u = w(x) thoả mãn các điều kiện : u(x ) * 0 với mọi X * x 0 và 

limw(x) = 0 thì 

X—>Xq 


sin«(x) 

lim = 1. 

x->x 0 u(x) 


Ví dụ 1. Tìm các giới hạn 

. sin2x 
a) lim — 1 —; 
x -»0 X 

Giải 


b) lim 

. t -»0 


1 - cos X 


x sin2x n ( 

a) lim —-— = lim 2 
.V —>0 X X— >0 \ 


.. 1 - cosx 

b) lim--—- = lim 


sin2x^ sin2x _ _ 

= 2 lim — =2.1 =2. 


2x 
2 sin 


2 X 


X— >0 2x 

2 _ 


X— »0 


X 


X —>0 


= 1.1 = 1 . 

9 9 


= lim i 

x->o2 



1 

( 

. X ^ 

sin — 

1 


sin^r 

2 

lim 

2 

X 

“ 2 

x-»0 

X 

V 2 J 


V 

2 J 


□ 


HI Cho m= lim (xcot 3x). Hãy tìm kết quả đúng trong các kết quả sau đây. 

X —»0 

(A) m = 0 ; (B) m = 3 ; (C) m~ ỉ ; (D) m = ^ • 

2. Đạo hàm của hàm sô y = sinx 


ĐỊNH LÍ 2 

a) Hàm số y = sinx có đạo hàm trên M , và (sinx)' = cosx. 

b) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên J thì trên J ta có 

(sinw(x))' = (cosm(x)) • u\x). 

Ghi chú. Công thức nêu trong định lí 2b) có thể viết gọn là 

(sinw)' = (cos u).u' = w'cosw. 
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Chứng minh 

a) Ta tính đạo hàm của hàm số y = sim' tại điểm X bất kì thuộc E bằng định 
nghĩa. 


Ay = sin(x + Ax) - sim = 2 cos 


X + 


Ax 


. Ax 
sin—— 
2 


• Tìm giới hạn 


lim — = lim 

A.V— »0 Ax /Yv —>0 


2cos 


/ 

V 



\ 

) 


. Ax 
sin—- 
2 


Ax 


2 


2 


Ax 

sin-r 1 

Do lim —rị~ = 1 

A.V—>0 Ax 
2 


và lim cos 

Ajf ->0 


X + 


Ax 


= cosx (vì hàm số y = cosx liên 


tục) nên 


Ay 

lim —— - cosx. Vậy (sim)' = cosx. 
Ax ->0 Ax 


□ 


b) Công thức đạo hàm của sin(w(x)) được suy ra từ kết quả trên và công thức 
lấy đạo hàm của hàm số hợp. 

Ví dụ 2. Tính đạo hàm của hàm số y = sin(x 3 - X + 2). 


Giải 

[sin(x 3 - X + 2)]' = [cos(x 3 - X + 2)] • (x 3 - X + 2Ỵ = (3x 2 - l)cos(x 3 - X + 2). □ 


H2 Cho hàm số y= sin Vx . Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 

cosVx _ 1 

; (C)y = cosvx ;(D)y = cos —J 


, cosvx /r ^ , 

(A) y = -^7— ; (B) y = 


2>/x 


Vx 


2Vx 


3. Đạo hàm của hàm sô y = cosx 

Từ công thức tính đạo hàm của hàm sô y = sinn(x), ta có 

(cosx)' = 




í n Y 

r 

( 71 'l 

1 

(71 ) 


sin 

1 

1 ^ 


2~ x 

cos 

IH 


í n 

= -cos — - X 
2 


= - sim. 


208 



Ta suy ra định lí sau 


ĐỊNH Ú 3 


a) Hàm số ỵ - cos X có đạo hàm trên R và (cos X )' = -sin X. 

b) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên J thì trên J ta có 
(cos u(x))' = (-sin u (x)) u '( X ). 

Ghi chú. Công thức nêu trong định lí 3b) có thể viết gọn là 


(cosw)' = (-sinw). w'. 


H3j Cho hàm số y = cos 2 x. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau 
(A) y’ = sin 2 *; (B) y’= - sin 2 ^; (C) y’ = sin2r ; (D) y’ = - sinlr . 


4. Đạo hàm của hàm sô y = tanx 


H4| Sử dụng quy tắc tính đạo hàm của một thương hai hàm số, hãy tính đạo hàm 

, . , sin* 

của hàm số y = ——. 

cos* 

Từ đó suy ra định lí sau : 


ĐỊNH Lí 4 


a) Hàm sốy = tanx có đạo hàm trên mỗi khoảng 

í ~ \ 


-Ị + kn ;-Ị + kn 
2 2 


(tanx)' = 


(với ke z), và 

1 


cos 2 X 


b) Giả sử hàm số u = u{x) có đạo hàm ưên J và u(x ) ■£■ -ị + kn 

(k G z ) vói mọi X e J. Khi đó, trên J ta có 

(tan«(x))' = - “ ^ • 

cos u{x) 


14A ĐS&GT - 11 
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Ghi chú. Công thức nêu trong định lí 4b) có thể viết gọn là 


(tanw)' = —-r— 
cos u 


1 

2cos 2 xVtanx 


□ 

5. Đạo hàm của hàm số y = cot X 

Tương tự định lí 4, ta có 

ĐỊNH LÍ 5 

a) Hàm số y = cotx có đạo hàm trên mỗi khoảng (kĩí \{k + l)7t) 
(với k e z), và 

_ 1 

(cot X ) =-• 

sin X 

b) Giả sử hàm số u - w(x) có đạo hàm trên J và u(x) * kn 
(ke z) với mọi X e J. Khi đó trên J ta có 

(cot«(x))' = —. 

sin u(x) 


Ghi chú. Công thức nêu trong định lí 5b) có thể viết gọn là 

u' 

(cotw)' =-—r— • 

__ sin u 

Ví dụ 4. Tính đạo hàm của hàm số y = cot 3 2x. 


Ví dụ 3. Tính đạo hàm của hàm số y = Vtanx 
Giải 


ỊVtanx 


2 Vĩ 


1 1 
-(tanx) = 


anx 


2\/t 


an X cos X 


Do 


cos 2 X 


= 1 + tan 2 X nên kết quả trên còn viết là 

1 + tan 2 X 


(Vtanx)' = 


2Vt 


anx 
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Giải 


(cot 3 2x] = 3(eot 2 2;t)(cot2;0’ = 3(cot 2 2x)í- Ọệ- ì = - 6 c 0 f - 2 * ■ 
v ' V sin 2 2*/ sin 4 2jr 


Vì 


1 2 

= 1 + cot 2x nên kết quả trên còn viết là 


sin 2 2x 


Ịcot 3 2jc j = - 6 (cot 2 2x){\ + cot 2 2jc). 


H5j Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả nêu sau đây đối với mỗi hàm sổ 


đã cho. 


a) Cho y = tan2jc + C0t2x 

(A) / = —t-—4— ; 
cos 2x sin 2x 

(C) y' = 2(tan 2 2;c - cot 2 2jc); 

b) Cho y = cot(sin5jf). 

(A) / = -(1 + cot 2 (sin5x))cos5x ; 
(C) y = (1 + cot 2 (sin5.r))cos5.x: ; 


2 2 

(B) /=—; 

sin 2x cos 2x 

(D) y - tan 2 2r - cot 2 2jc. 

(B) y = -5(1 + cot 2 (sin5jc))cos5jr ; 
(D) y = 5(1 + cot 2 (sin5x))cos5x. 


Câu hỏi và bài tập 


28. Tìm các giới hạn sau : 

2 

N tân2x ,1 - cos X 

a) lim F~ ; b) lim —- ; 

;c-4osin5jr X-+0 xsin2^ 

29. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a)y = 5sinx - 3cos* ; 

c) y = cosVỈTTT ; 

. sin X + cos a: 

e) y = T f 7 ^ 7 - ; 

sin X - cos X 

30. Chứng minh rằng hàm số ỵ = sin 6 * + 


x 1 + sinx - cosx 

c) lim 7- 7— - 

_*->() 1 - sinjr - cosx 

b) y = sin(x 2 - 3x + 2) ; 

d) y = 2sin3x cos5x; 

f) ỵ = \l cos2x . 

> 6 X + 3sịn 2 x cos 2 x có đạo hàm bằng 0. 
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31. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


b) y = cot Vx 2 + 1 ; 


. X + ] 

à)y= tan——— ; 

c) y = tan X + cot 2x ; d) y = tan 3x - cot 3x ; 

e) y = 1 + 2tanx ; f) ỵ = X cot X. 

32. Chứng minh rằng : 

a) Hàm số y = tanx thoả mãn hệ thức ỵ' - y 2 - 1 = 0 ; 

b) Hàm số y = cot 2x thoả mãn hệ thức y + 2y 2 +2 = 0. 


Luyện lập 


33. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 

1X sin 2 x 

b)y= rĩ^ 2 ĩ ; 

2 

d)y = x cot(x - 1 ); 
f) y = Wsin3x . 

mí 1 r/ \ _ sinx - xcosx 

34. Tính/ ( 7 ĩ) nếu f(x) = —-—— 7 —. 

cosx-xsinx 

35. Giải phưofng trình y = 0 trong mỗi trường hợp sau : 

a) _y = sin 2x - 2cosx ; b) y = 3sin 2x + 4cos 2x + lOx ; 

c) y = cos X + sinx ; d) ỵ = tanx + cotx. 

36. Cho hàm sô f(x) = 2cos (4x - 1). Chứng minh rằng với mọi X ta có 
|/'(x)| < 8 . Tìm các giá trị của X để đẳng thức xảy ra. 

37. Cho mạch điện như hình 5.7. Lúc đầu 
tụ điện có điện tích Qq . Khi đóng 
khoá K, tụ điện phóng điện qua cuộn 
dây ; điện tích q của tụ điện phụ 
thuộc vào thời gian t theo công thức 

q{t) - Qo sin Cờt , 


4Mr 

Hình 5.7 


, sinx X 

a) y = + —— ; 

X sinx 

c) y = tan(sinx); 

e) y = cos 2 - 2x ; 
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trong đó, Cử là tốc độ góc. Biết rằng cường độ ỉ(t) của dòng điện tại thời điểm t 
được tính theo công thức 

Cho biết Qq- 10 8 c và <y = 10 6 7ĩ rad/s. Hãy tính cường độ của dòng điện tại 

thời điểm t = 6 s (tính chính xác đến 10 5 mA). 

38. Cho hàm số y = cos 2 x + msinx (m là tham số) có đồ thị là (C). Tìm m trong 
mỗi trường hợp sau : 

a) Tiếp tuyến của (C) tại điểm với hoành độ X = n có hệ số góc bằng 1. 

b) Hai tiếp tuyến của (C) tại các điểm có hoành độ X = và X = y song 
song hoặc trùng nhau. 



VI PHÂN 


1. Vi phân của hàm số tại một điểm 

Cho hàm số y =/(x) có đạo hàm tại điểm x 0 . Khi đó ta có 

/'(*)) = lim 

Ảx : ~>0 Ax 

Đẳng thức trên cho thấy : Nếu |Ax| khá nhỏ thì tỉ số ^ rất gần với/'0*o), do 

, . Ay 

đó ta có thế coi răng/'(x 0 ) » ~, 

hay Ay*f\x 0 )Ax. (1) 

Ta có khái niệm vi phân của hàm số tại một điểm như sau : 

Tích /’(x 0 )Ar được gọi là Vỉ' phân của hàm số y - f(x ) tại điểm x 0 
(ứng với số gia Ax) và được kí hiệu là d/(x 0 ), tức là 

d/(r 0 ) =f'(x o)Ax. 
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Ví dụ 1 


Vi phân của hàm s ố f(x) = sirư tại điểm x 0 = — là 

d/Ị^j = f'ị^Ị ‘ to = C05j-Ax = ~~,Ax. □ 

ỊHIỊ Tính vi phân của hàm sốjịx ) = —í- tại điểm x 0 = 2, ứng vòi Ax lần lượt bằng 
0,2 và 0,02 ( làm tròn kết quả đến hàng 10 3 ). 

2. ứng dụng của vỉ phân vào tính gần đứng 

Từ (1) và định nghĩa vi phân của hàm số tại một điểm, ta thấy : 

Khi \to\ khá nhỏ thì số gia của hàm số tại điểm x 0 ứng với số gia A* xấp xỉ 
bằng vi phân của hàm số tại x 0 ứng với số gia to đó, tức là 


Từ đó ta có 


Ẩ*o + to) -/(%> */'(*o)A*. 


/Oo + to) * /(x 0 ) + f(x 0 )to. 


Công thức (2) cho phép ta tính xấp xỉ giá trị của hàm số/tại điểm x 0 + Ax khi 
việc tính các giá trị/(x 0 ) và/'(x 0 ) là khá đơn giản. 

Ví dụ 2. Tính giá trị của sin30°30' (lấy 4 chữ số thập phân trong kết quả). 


Do 30°30' = Ị + ~r nên ta sẽ xét hàm số f(x) - sirư tại điểm x 0 - — với số 
6 360 ■ 6 

Tí í . 

gia to = ~r. Ap dụng công thức (2), ta được 
360 


í 71 Tí 

1 6 + 360 


7Ĩ 71 


Ả K ) . r, n ì 71 

/hr +/ T 


6 360 


sin « sin/ + cos 

6 360 6 


71 _ 1 a/ỉ 7Ĩ 


6 360 2 + 2 360 


0,5076. 


Vậy sin30°30' = siní^ + -|-ì * 0,5076. 

o 360^ 
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Nhận xét 

Nếu đùng máy tính bỏ túi, ta tính được sin30°30' » 0,5075. So sánh với kết 
quả trên, ta thấy việc áp dụng công thức (2) cho ta kết quả khá chính xác. 


3. Vỉ phân của hàm sô 

Nếu hàm số/có đạo hàm/' thì tích f\x)ầx gọi là vi phân của hàm số 
y = f(x), kí hiệu là 


áf(x)=f'(x)Ax. (3) 

Đặc biệt với hàm số y = X, ta có dx = (x)'À* = Ax. Do đó ta có thể viết (3) 
dưới dạng _ 

df(x) = f\x)àx hay áy = /dx. 

Ví dụ 3 

a) d(jc 3 - 2x 2 + 1) = (x 3 - 2x 2 + l)'ck = (3* 2 - Ax)ỏx - x(3x - 4)dx 

b) d(sin 2 jc) = (sin 2 x)'<k = (2siiư C0SA:)djr = (sin2jt)dx □ 


H2| Hãy chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho đối vòi mỗi 


trường hợp sau đây: 


a) Vi phân của hàm số y = y[x 2 + 3x -1 là: 


(A) dy = 2= dx ; 
V* 2 +3jc-1 

(C) dy = 1 - dx ; 

2\lx 2 +3x-ỉ 

b) Vi phân của hàm số y = sin3x là : 
(A) dy = 3cos3x dx; 


, 2x + 3 
(B) dy = ===== * dr ; 

\x 2 +3x-l 

, 2x + 3 
(D) dy = — = djf. 

2yjx 2 +3x-ì 


(B) dy = 3sin3x d *; 


(C) dy = -3cos3xck; 


(D) dy = -3sin3x đx 


Câu hỏl và bàl tập 


39. Tính vi phân của hàm số f(x) = sin2x tại điểm X = ỹ ứng với Ax = 0,01 ; 

&x = 0 , 001 . 
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b) y = X sirư ; 


40. Tính vi phân của các hàm số sau : 

a) y = - — (a và b là các hằng số); 
a + b 

2.2 3 
c) y = X + sin Jt ; d) y = tan X. 

41. Áp dụng công thức (2), tìm giá trị gần đúng của các số sau (làm tròn kết quả 
đến hàng phần nghìn). 

a) 09995 ; b) N /Õ996; c)cos45°30'. 



1. Đạo hàm cấp hai 

Xét hàm số f(x) = X 3 -X 2 + 1. Hàm số này có đạo hàm/'(*) = 3x 2 - 2x. Hiển 
nhiên, y' =f'(x ) cũng là một hàm số có đạo hàm và đạo hàm của nó là 

[f'(x)]' = (3x 2 ~2x)' = 6x-2. 

Ta gọi đó là đạo hàm cấp hai của hàm số ban đầu. 

Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho hàm số / có đạo hàm /Nếu /' cũng có đạo hàm thì đạo 
hàm của nó được gọi là đạo hàm cấp hai của hàm/và kí hiệu là 
/", tức là 

/"=(/')'• 

f' còn gọi là đạo hàm cấp một của hàm số /. Đạo hàm cấp hai của hàm số 
y = f(x) còn được kí hiệu lày". 
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Ví dụ 1. Tìm đạo hàm cấp hai của mỗi hàm số sau 
a) y = X 3 - 2x 2 + 1 ; b) y = tan X. 

Giải 

a) y = 3x 2 - 4x ; y" = (3x 2 - 4*)' = 6x - 4. 

b) y = 1 + tan 2 x ; y = (1 + tan 2 x)' = 2tanx (1+ tan 2 x). □ 

m Tim đạo hàm cấp hai của các hàm số ; a) y = \[x ; b) X = siĩix. 

2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai 

Ta đã biết: Nếu một chất điểm chuyển động có phương trình s = s(t ) thì vận 
tốc tại thời điểm r 0 của chất điểm đó là v(í 0 ) = s'(t Q ). 

Bây giờ nếu t 0 nhận một số gia A t thì v(r 0 ) nhận một số gia là Av = v(r 0 + ầt) - v(í 0 ). 
Khi |Aí| càng nhỏ (khác 0) thì Av càng phản ánh chính xác sự biến thiên vận 

tốc của chất điểm tại thời điểm ?0 • 

Trong cơ học, giới hạn hữu hạn (nếu có) của tỉ số ~ khi A t dần đến 0 được 

A t 

gọi là gia tốc tức thời tại thời điểm t 0 (hay gia tốc tại thời điểm t 0 ) của chất 
điểm đó, và được kí hiệu là a(t 0 ) . Vậy 

a(t a ) = lim — 
u A/->0 A t 

Do đó, ta có thể phát biểu ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai như sau : 

Gia tốc (tức thời) a(t 0 ) tại thời điểm ĨQ của một chất điểm chuyển 
động cho hởi phương trình s = s(t ) bằng đạo hàm cấp hai của hàm 
sốs = s(t) tại điểm ÍQ, tức là 

a(t 0 ) =s"(t 0 ). 

Gia tốc tại thời điểm ÍQ đặc trưng cho sự biến đổi vận tốc của chuyển động tại 
thời điểm đó. 

Ví dụ 2. Một chất điểm chuyển động có phương trình S(t ) = Asin(ếWí + (p). 

(Phương trình này gọi là phương trình dao động điều hoà ). Khi đó, vận tốc tức 
thời của chuyển động tại thời điểm t là 

v(t) -S\t) -Acocos(ũ)t+ (Ọ ). 
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Gia tốc tức thời tại thời điểm t là 

a(t ) = S"(0 = v'(0 = -Ao? sin(íyf + ọ ). □ 

H2 Phương trình chuyển động của một chất điểm là Sịt) = 5 1 - 3? 2 (5 tính bằng mét 
(m), t tính bằng giây (s)). Tính gia tốc của chuyển động tại thời điểm t = 4s. 

3. Đạo hàm cấp cao 

Đạo hàm cấp một/' và đạo hàm cấp hai/" của hàm số/còn được kí hiệu lần 
lượt là / (1) và/ (2) . Nếu/ (2) là một hàm số có đạo hàm thì đạo hàm của nó gọi 
là đạo hàm cấp ba của hàm số/, kí hiệu là/ 3 \ Tương tự, đạo hàm cấp n của 
một hàm số được định nghĩa bằng quy nạp như sau : 

Cho hàm số/có đạo hàm cấp n - ì (với n E N , n > 2) là/ (n-1) . 
Nếu f n ~ V) là hàm số có đạo hàm thì đạo hàm của nó được gọi là 
đạo hàm cấp n của hàm số f và kí hiệu là/ (n) . Nói cách khác, 

/ w = [/ ( "' 1> ]'. (nsN,n>2). 

Đạo hàm cấp n của hàm số ỵ = f(x ) còn được kí hiệu là y^ n \ 

Ví dụ 3. a) Đối với hàm số y - X 3 + 7x 2 - 4x, ta có : 

/ = 3x 2 + Ì4x - 4 ; y” - 6x + 14 ; y (3) = 6 và y (n) = 0 với mọi n> 4. 

b) Đối với hàm số y = sim:, ta có : 

y' - cos * ; y" = (cosx)' = - sin.v ; y (3) = /" = (~sinjr)' = -cosx ; 

y (4) = (-cosx)' = sin* ; y (5) = (sin*)' = cosx ;... □ 

H3| Quan sát ví dụ 3b) và cho biết khẳng định sau đúng hay sai: Nếu y = sin thì 

(n) _ - í.. . nn'] 
y = sin \ X + . 

V 2 ) 

Câu hỏi và bài tập 

42. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau đến cấp được cho kèm theo. 
a)/(x) = X 4 - cos2x, / 4 \x ); 
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b) f(x) = cos 2 x, f 5 ’(x ); 
ò)fỤc) = (x + 10) 6 , / n \x). 

43. Chứng minh rằng với mọi n > 1, ta có : 

a) Nếu/U) = ỉ thì/">w = ^; n! • 

b) Nếu/(x) = cosx thì / An \x) = cosx. 

c) Nếu f(x) = sina* (a là hằng số) thì/ 4n \x) = a n sinứ*. 

44. Vận tốc của một chất điểm chuyển động được biểu thị bởi công thức 
v(t) = 8f + 3 1 2 , trong đó t > 0, t tính bằng giây (s) và v(?) tính bằng mét/giây 
(m/s). Tìm gia tốc của chất điểm 

a) Tại thcd điểm t - 4 ; 

b) Tại thời điểm mà vận tốc của chuyển động bằng 11. 


Luyện tập 

45. Tìm vi phân của mỗi hàm số sau : 

2 2 

a) y - tan 3x - cot3x ; 

b) ỵ = V cos 2 2x + 1. 

46. Dùng vi phân để tính gần đúng (làm tròn kết quả đến hàng phần nghìn): 

a) —== . Hướng dẫn: Xét hàm số y= -4=r tạiđiểm^) = 20,25 = 4,5 vciAx:=0,05. 

V20,3 y/x 

b) tan29°30'. Hướng dẫn : Xét hàm số y = taav tại điểm x 0 = với ầx - - • 

6 360 

47. a) Cho hàm số f(x ) = tarư. Tính/^^x) với n = 1, 2, 3. 

b) Chứng minh rằng nếuf(x) = sin 2 * thì / 4n \x) = -2 4 ” 1 cos2*. 

48. Chứng minh rằng : 

a) Nếu y = Asin(ú)t + ẹ) + Bcos(ứ)t + ọ), trong đó A, B, co và (p là những hằng 
số, thì ỳ' + oĩy = 0. 

b) Nếu y = \l?x - * 2 thì y 3 y" + 1=0. 
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VÀI NÉT VỂ Sự RA ĐỜI CỦA KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 


Phép tính đạo hàm hay còn được gọi là phép tính vi phân đã được manh nha từ nửa 
đầu thế kỉ XVII. 

Sau khi Đề-các (Descartes 1596 - 1650) phát minh ra phương pháp xác định toạ độ 
một điểm trong hệ trục toạ độ vuông góc (ngày nay gọi là hệ toạ độ Đề-các vuông 
góc) và cách biểu diễn hàm số bằng đồ thị thì ông và nhà toán học Phéc-ma (Fermat 
1601 - 1665) đã đặt ra các bài toán : Tìm tiếp tuyến của đường cong, tìm cực đại và 
cực tiểu của hàm số. Để giải quyết các bài toán này, các ông đã tiếp cận được điều 
"cốt lõi" của khái niệm đạo hàm. 

Có thể xem Phéc-ma là người đi tiên phong trong lĩnh vực xây dựng "phép tính vi 
phân", ông là người đầu tiên đã giải quyết một số bài toán liên quan đến vấn đề cực 
trị và vấn đề tiếp tuyến trên cơ sở các "vô cùng bé". Điều này không xa với khởi thuỷ 
của khái niệm đạo hàm. 

Tuy nhiên phải đến nửa cuối thế kỉ XVII, các nhà toán học mới đặt được nền móng 
vững chắc cho phép tính vì phân. Các nhà toán học có công lớn trong lĩnh vực này 
phải kể đến Niu-tơn (Nevvton 1642 -1727) và Lai-bơ-nít (Leibniz 1646 -1716). 
Trong lời nói đầu của một tác phẩm của mình in năm 1684, Lai-bơ-nít đã viết: 

"Vói sự hiểu biết về phép tính mà tôi gọi là vi phân, người ta có thể giải quyết được 
các bài toán tìm cực đại, cực tiểu và tìm tiếp tuyến". 

Đến cuối thế kỉ XVIII và đầu thế kỉ XIX, phép tính vi phân và bạn đồng hành với nó là 
phép tính tích phân đã được xây dựng hoàn chỉnh bởi các nhà toán học Gau-xơ 
(Gauss 1777 - 1855), A-ben (Abel 1802 -1829), Cô-si (Cauchy 1789 -1857) và 
Vai-ơ-xtrát (VVeierstrass 1815 - 1897). 



Câu hỏi và bàí tập ốn tập chưung V 


49. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


X 4 5 jc 3 pr— 

a) y = -ỵ + 3 - V2* + 1; 

2 X . 

c)y = (2-x )cosx +2jcsinx ; 


X +3X -a , „ . 

b) y =-——--( a là hằng số); 

2 2 
d)}> = tan x + tan* . 
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50. a) Chứng minh rằng Ị -i- 

\ X J 


n 


,n +1 


, trong đó lĩ E N*. 


1 


b) Với X * 0 và n G N*, ta đặt X ” = —Từ đó hãy so sánh đẳng thức trong 

x n 

câu a) với công thức (/*)' = nx n 1 và nêu nhận xét. 

51. Tìm đạo hàm đến cấp được nêu kèm theo của các hàm số sau (n e N*). 

a) y = sim:, ; b) y = sinx sin5x, y (4) ; 


c) y = (4 - x) 5 , y (n) ; 
e) J = 2xTĨ ’ yin) ’ 


d) y = —-— y (,ỉ) ; 

)y 2 + x' y ’ 

f) y = cos 2 x, y 2n \ 


52. Tính vi phân của hàm số y = - —- tại điểm X = ứng với Ax = — 7 — 

(1 + tan x) 2 ' 6 360 

(tính chính xác đến hàng phần vạn). 

53. Gọi (C) là đồ thị của hàm s ổf(x) = X 4 + 2x 2 - 1. Viết phương trình tiếp tuyến 
của (C) trong mỗi trường hợp sau : 

a) Biết tung độ của tiếp điểm bằng 2 ; 

b) Biết rằng tiếp tuyến song song với trục hoành ; 

c) Biết rằng tiếp tuyến vuông góc với đường tháng y= -jrX + 3 ; 

0 

d) Biết rằng tiếp tuyến đi qua điểm A(0 ; 6 ). 

54. Um một điểm trên đồ thị của hàm số y = —^~Y sao cho tiếp tuyến tại đó cùng 
với các trục toạ độ tạo thành một tam giác có diện tích bằng 2 . 

55. Đổ thị (íP) của một hàm số bậc hai 
y = P(x) đã bị xoá đi, chỉ còn lại trục 
đối xứng A, điểm A thuộc (ÍP) và tiếp 
tuyến tại A của (ẾP) (h. 5.8). Hãy tìm 
P(x) và vẽ lại đồ thị (fi*). 

56. Cho parabol (3) : y = X 2 . Gọi Mị và M 2 
là hai điểm thuộc (£p), lần lượt có hoành 
độ là Xj = -2 vàx 2 = 1. 
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Hãy tìm trên (8) một điểm c sao cho tiếp tuyến tại c song song với cát tuyến 
M x M 2 . Viết phương trình của tiếp tuyến đó. 

57. Một chất điểm chuyển động có phương trình s = ? - 3t 2 - 9t + 2, ở đó, t > 0, 
t tính bằng giây (s) và s tính bằng mét (m). 

a) Tính vận tốc tại thời điểm t = 2. 

b) Tính gia tốc tại thời điểm t - 3. 

c) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc bằng 0. 

d) Tính vận tốc tại thời điểm gia tốc bằng 0. 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 


58. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? t 

a) Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

b) Hàm số y = yfx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

c) Hàm số y = IX I có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

Với mồi bài từ 59 đến bài 62, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 


59. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = — ~ tại điểm với hoành độ X = -1 có 
phương trình là 

(A) ỵ = -X -3 ; (B) y = -X + 2 ; (C) y = X -1 ; (D) y = X + 2. 

60. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số ỵ = — 7 = tại điểm với hoành độ X = 4 có 

V2x ’ 2 

phương trình là 

(A) 2x - 2y = -1 ; (B)2x-2y=l; (C)2x + 2y = 3; (D) 2x + 2y =-3. 

61. Hàm số có đạo hàm bằng 2x + — là 

X 


(A )y = 
(C)y = 


X 3 + 1 
X 

3(x 2 + x) 


X 3 + 5x — 1 
(B)y= * . ; 

X 

2x 2 -4- X — 1 
(Trì V = zx 1 . 
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62. Đạo hàm cấp 2010 của hàm số y - C 0 SJt là 

(A) sin* ; (B)-sinx; (Qcosx; (D)-cosx. 

63. Điền nội dung thích hợp vào chỗ trống. 

a) Hàm số hợp của hàm số y = cotw và hàm số trung gian u = yfx là 

y = . 

b) Hàm số hợp của hàm số y = u và hàm số trung gian u = cosjt + sim; là _y =. 


c) Hàm số y = tan 3x là hàm số hợp của hàm số y =.và hàm số trung 

gian u =. 

đ) Hàm số y = Vcosx là hàm số hợp của hàm số y =.và hàm số trung 

gian u — . 


Câu hỏi và bài tập An tập cuối năm 


1 . TV , • ._7t 

1. a) Tính sin và cos —. 

o o 

b) Chứng minh rằng có hằng số c > 0 để có đẳng thức 

sinx + (ylĩ - l)cosx = CcosỊ^x - với mọix 

2. Giải phưcrng trình 

tanx = cot2A:. 

Biểu diễn các nghiệm trên đường tròn lượng giác. 

3. a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P(x ) = (sinx + cosx) 3 . 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức Q(x ) = 


1 


. 2 2 
sin jrcos X 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức R(x) = P(x) + Q{x). 
4. Giải các phương trình : 


X . 4 4 _ 3 

a) sin X + cos X - — ; 

c) cos X cos 2jc = cos 3x ; 


2^„ .2 _; 2 ĨC . 

b) sin 2x - sin X = sin — ; 

đ) tan 2x - sin 2x + cos 2x - 1 = 0. 
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5. Giải các phương trình sau : 

a) 2sin(x + 10°) - Vĩ2 cos(x + 10°) = 3 ; 

b) Vỉ cos 5x + sin 5x = 2cos 3x; 

c) sin X - 3sinx cosx + 2cos X = 0. 

6. Giải các phương trình sau : 


a) 2tan 2 x + 3 = —-— 
cosx 



c) tan X + tan 2x = 


sin3x 

cosx 


b) tan 2 x 


1 + cos X 
1 + sin X 


7. Một đoàn tàu nhỏ có 3 toa khách đỗ ở sân ga. Có 3 hành khách bước lên tàu. 
Hỏi: 


a) Có bao nhiêu khả năng trong đó 3 hành khách lên 3 toa khác nhau ? 

b) Có bao nhiêu khả năng trong đó 2 hành khách cùng lên một toa, còn hành 
khách thứ ba thì lên toa khác ? 


8. Cho tập hợp A- {1, 2, 3,..., n} với n e N, n > 1. Hỏi có bao nhiêu cặp (x ; y) 
với xe A,y e Avầx>y r ỉ 

9. Một túi chứa 16 viên bi, trong đó có 7 viên bi trắng, 6 viên bi đen và 3 viên 
bi đỏ. 

a) Lấy ngẫu nhiên 2 viên bi trong túi. 

- Tính xác suất để được 2 viên bi đen. 

- Tính xác suất để được 1 viên bi đen và 1 viên bi trắng. 

b) Lấy ngẫu nhiên 3 viên bi trong túi. 

- Tính xác suất để được 3 viên bi đỏ. 

- Tính xác suất để được 3 viên bi với 3 màu khác nhau. 

10. Gọi X là biến ngẫu nhiên chỉ số điểm mà một vận động viên bắn cung nhận 
được khi bắn một lần. Giả sử X có bảng phân bố xác suất như sau : 


X 

9 

7 

5 

3 

1 

p 

0,2 

0,36 

0,23 

0,14 

0,07 
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a) Tính điểm trung bình khi vận động viên đó bắn một lần. 

b) Tính điểm trung bình khi vận động viên đó bắn 48 lần. 

Tí 1 Ị — 

11. Ta đã biết cos-^- = -~\2 . Chứng minh rằng : 

2 2 2 



n- 1 dấu căn 


12. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 

. Uị = 3 và u n = 4 u n _i - 1 với mọi n>2. 

Chứng minh rằng : 

22fl+i 2 / 

a) u n =---với mọi số nguyên n > 1 ; 

b) («„) là một dãy số tăng. 

13. Cho dãy số ( u n ) xác định bời 

Uị - 5 và u n — u n _ị - 2 với mọi n > 2. 

a) Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số ( u n ). 

b) Hãy tính tổng 100 số hạng đầu tiên của dãy số ( u n ). 

14. Cho dãy số ( u n ) xác định bỏi 

Uị = 2 và u n = 3 u n _ị với mọi n > 2. 

a) Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số ( u n ). 

b) Hấy tính tổng 10 số hạng đầu tiên của dãy số ( u n ). 

15. Các SỐJC - ỵ, X + y và 3x - 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng, đồng 
thòi các sốx - 2, y + 2 và 2x + 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. 

Hãy tìm X và y. 


15A ĐS&GT - 11 
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16. Tính giới hạn của các dãy số sau 

n 4 - 40 n 3 + 15 n - 7 
a) lim- - ——- ; 

/2 + /2 + 100 


c) lim 


lỏn 4 + n + 1 
2/2 + 1 


17. Tính các giới hạn sau : 


,, . 2n 3 + 3 5n 2 - 10/2 + 3 

b) hm-—-- 

5« - n +2n 

1: _ 3.2” - 8.7” 
d) lim————— • 

4.3” + 5.7” 


a) lim V3/2 4 - 10/2 + 12 ; 


c) lim (V/ 2 4 + n 2 + 1 - n 2 


b) lim (2.3” - 5.4”); 


d) lim 


'n +2n ~ n 


18 . Tìm số hạng đầu và công bội của một cấp số nhân lùi vô hạn, biết rằng số 

y 12 , 

hạng thứ hai là và tống của cấp số nhân này là 15. 

19 . Tính giới hạn của các hàm số sau : 

-. X 2 4- X + 10 ,. .._ X^ + 1 lx + 30 

a) lim - z ——— ; b) lim—— ; 

X-+-Ỉ X + 6 -«->-5 25 - X 


c) lim 


, X 6 + 4x 2 + X — 2 


ự + 2)‘ 


X 2 4- llx + 30 

b) lim - -—- - ; 

x-4-5 25 - X 2 

X 2 + X - 40 

d) lim - —— ; 

x->+cc 2x 5 + 7x 4 + 21 


2x 4 + 4x 2 4- 3 


e) lim - ———7 

X —>“00 2x + 1 


g) lim ■sị9x 2 + llx - 100 

x ->+00 


f) lim (2x + ; 

X— >+00 V r lx i + X 


h) lim I v5;r + 1 

jc—>+oo\ 


-W5j ; 


i) lim . . 

^ +0 ° V* 2 + X + 1 - X 

20. Chứng minh răng phương trình X + ax + bx + c - 0 luôn có ít nhất 
một nghiệm. 

21. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 

ax 3 + bx 2 +c , , „ , , Ị _ 

a) V = —— (a, b, c là các hăng số); 

\ũ + b)X 
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X 3 — 4 - + 3 


b) y = 
d) y = sin ^4 + X 2 ; 


3 2 

: cos X 

> 


( 0 

1 + tan' 

X + — 


l X J 


22. Cho hàm số y = mx 3 + X + X - 5. Tìm m để : 

a) y ' bằng bìnht phương của một nhị thức bậc nhất; 

b) y ' có hai nghiệm trái dấu ; 

c) y' > 0 với mọi X. 

23. Giải các phương trình sau : 

a) y' = 0, với y - ì sin 2x + sin* - 3 ; 


b) y' = 0, với y - sin 3x - 2cos 3x-3x + 4. 


24. Cho hyperbol (ỹf) xác định bởi phương trình y = —. 


a) Tìm phương ưình tiếp tuyến (T) của (Jf ) tại tiếp điểm A có hoành độ a (với 
a* 0). 

b) Giả sử (T) cắt trục Ox tại điểm / và cắt trục Oy tại điểm J. Chứng minh 
rằng A là trung điểm của đoạn thẳng //. Từ đó suy ra cách vẽ tiếp tuyến (7). 

c) Chứng minh rằng diện tích tam giác ou không phụ thuộc vào vị trí của 
điểm A. 

25é Một điểm M chuyển động trên parabol y = - X 2 + \7x ~ 66 theo hướng tăng 
của X. Một người quan sát đứng ở vị trí P {2 ; 0). 

Hãy xác định các giá trị của hoành độ điểm M để người quan sát có thể nhìn 
thấy được điểm M. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI, ĐÁP số CÁC BÀI TẬP 


CHƯƠNG I 

1. a)R;b)t\Ịh|i€ZỊ; 

c) R \ { (2k + 1)tc I k € z} ; 

d) R \Ị^ + k^kezị. 2. a) Lẻ ; b) Không 

lẻ, khồng chẵn ; c) Không lẻ, không chẵn ; 

d) Lẻ. 3. a) 5 và 1 ; b) 4ĩ - 1 và -1 ; 

c) 4 và -4. 5. a) Sai. HD : Xét khoảng 

( 7t 71'ì „. 

“ ; -- ; b) Đúng. HD : Sử dụng công thức 

2 2J 

2 1 ,2 
cos X = 1 - sin X. ố. b) 


IItĩ 13ĩt 

b) 5 , 5 . 17. a) Có 12 giờ ánh sáng 

6 6 

vào ngày thứ 80 và ngày thứ 262 trong năm ; 
b) ít giờ có ánh sáng nhất (9 giờ) vào ngày thứ 
353 trong năm ; c) Nhiều giờ có ánh sáng nhất 
(15 giờ) vào ngày thứ 171 trong năm. 

18. a) I + kj ; b) a +15° + £180°, với tana = 5 

(có thể chọn a « 78°41'24”); c) ~ + ị+ k~ ; 

6 2 2 

d) - ị+ ; e) -200° +kl20° ; 

6 2 


~ 71 I TC 



20. a)-150°,-60°, 30° ; b) - 


4 7t 

T’ 


10. HD : Chú ý đến- các giao điểm của đường 
thắng y = y với các đường thẳng y = ±1. 

13. b) 


X 

-2tc 

-71 

0 

7t 

2tĩ 

X 


n 

0 

7t 


2 

! -71 

~~2 

2 

7Ĩ 

X 

cos-r 

2 

-1 ^ 



0^ 

~*-l 


U -*->ề + k 2’5 +k 2\ 

, , 1 Ỉ7T , . 29 7t _ 

b) + ấ:10tc, -4— + &107Ĩ; 

6 6 

c) ±2 y/ĩ + k4n ; d) ±a - ~ 7 T + k2n , 

18 

_ 2 . 7tc 1 Itt 

với coscx = ỹ ; 16. a) J 2 ’ 12 ; 


21. Cả hai bạn đều giải đúng. 22. B = 45°, 
c* 35°15’52", 1 * 99°44'8" hoặc B = 135°, 

c »35°15'52", Ẩ *9°44'8". 

23. a )D = R\{-^- +k2n I fceZ,m=l ;3Ị; 

.4 

b) R \j &-^Ị£ezị ; 

c) 4Ị--Ị+*rckezỊ u |y + kn, ke zỊj ; 

d) RX (Ị~6 + ^2 \ kGZ }) u { k 2 -4 

24. a) h * 3064,178(km); b) 25 phút. //D : Xét 

phương trình 400ƠCOS -^(í - 10) = 2000 

và tìm nghiệm dương nhỏ nhất của nó ; 
c) 37 phút. HD : Tương tự phần a). 

25. a) 0 phút, 1 phút, 2 phút, 3 phút,... 

b) 0,5 phút; 1,5 phút; 2,5 phút; 3,5 phút; ... 

c) ỳ phút. 26. a )--ị + k2n, ; 

b) -210° + B60°, 70° + £120° ; 

27. a) ±y + £2 tc ; b) y + k-~ ; 
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c) + k2n ; + kn . 

28. a) k2n,±~ + k2n ; b)+ k2n ; 

c) 4 + ta, ~r + ta. 

4 6 

29. a) * - 0,34 ; b) «1,21 ; c) * 0,20 ; « 2,68 ; 

d) « 0,34. 

™-'- ,rS (‘6 ; 6) 03 - le ('2 ; 2]' 

3 4 

30. a) a + (2 k + 1)tĩ, với cosa = ị và sina = — ; 

b) 24 +fet -W + fe,; 

c) Vô nghiệm. 

31. a) t « 0,11 (s) và t « 0,64 (s). 

HD : 5sin6í - 4cos6í 


c) kn, -ị + kĩt. HD : Đặt t = tanx. 

7Ĩ N 7C 

d) k-ị • (Chú ý : họ kĩi nằm trong họ k -~); * 

e) k-ị với k nguyên và không chia hết cho 3. 

37. a) 4 s và 2s. HD : lìm t thoả mãn 
2 


cos |J^(2t - l)j = ± 1 va USỈSZ. 
b) t « 0,10s ; t « 0,90s và t « l,60s. HD : Tìm t 


= ± 1 và 0 < r < 2. 


thoả mãn 3cos 


f ( 2<-0 


= ± 2 và 0 < t < 2. 


5 sinót—^=cos6n 


- V41 I - r- ửlỉl \Jt r 

>v V4Ĩ V4Ĩ 

= Vĩĩ sin(6t^a.) với 

5 - ' 4 

cos «= — 7=f và sina= — Ị =. 

V4Ĩ V41 

Chọn a « 0,675 và tìm nghiệm của phương 
trình sin(6í - a) = 0 thoả mãn 0 £ t < 1. 
b) t « 0,37 (s) và t « 0,90 (s). HD : Tìm 
nghiệm của phương trình sin(6í-or) = ± 1 

thoả mãn 0 < t < 1. 32. a) yịa 2 + b 2 và 

-Va 2 + b 2 ; b) ^ + 2 và + 2 

33. a) Vô nghiệm ; 

b) --j + ta, arctanị^-^ + V3j + ta; 

c) — + kn , arctan(-5) + ta. 34. a) ta, ; 

b ) k 2' yx +k 'l ;c ^2 ’ k ~3' ( Chú ý ;họ 

nằm trong họ k^r) ; d) n + k2n, + k -^ . 

2 6 3 

35. a) k ^, k^r. (Chú ý : họ I + ta nằm trong 

! 7 7C X , X TC 7 7r 7C I 7T 7t I 

họt 2 );b) Ĩ0 + *5' 4 +t 2’ 2 +fa " 

36. a) £2ĩt ; b) 80° + £180° ; 


38. a) + ta; b) ^ + ta. 

6 4 

HD : Đặt y = tanx + cotx với I y I > 2 ; 

c) arctan — + kn. 39. a) Vô nghiệm, HD : Đưa 

về dạng sin(x - tí) - m với I m I > 1.; 

b) HD : Đạt t = sim: + cosx. 40. a) 90°, 270° ; 

b) 225°, « 243°26'5,8". 41. a) I + ta, 
arctan Ị^—+ ta ; b) V- arctan(-2) + Ấ: Y, 

^arctan3 + k~ ;c)--Ẹ +ta, “ +ta. 

42. a)| + fc~,±^ + *27t;b) + 

5 + k ~; c) Vô nghiệm. HD : Chú ý ĐKXĐ là 
.8 3 

sin4x* 0 ; d) k2n, + ta , - — + k2n. 

43. a) Đúng ; b) Sai; c) Đúng ; d) Sai; e) Sai; 

í) Đúng ; g) Sai. 45. a) —-—sin Ị X + Y 1 ; 

COS77 ^ ’ 

1 

, . 1 . { _ \ 5n'] 7n 2n 

b) 46 - a) n +k 3' 

cos— v y 

In 

—~ + k2n. HD : Để ý rằng 
6 

cos2x = sinị^l - 2xj ; b) 30° + Ấrl20° ; 
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c) i^arccos- + kĩt ; d) - 7 - + kn , 


arctan 


í 2 ) . 1 __ 1 . 7C 

5 J + ' 47 ’ 2 + k 2 ’ 


/ 1 \ 

b) —™ + fc7tvà arctan + &7Ĩ ; 


c) — + 2Ả:7t ; 2arctan(-5) + &2 ti. iíD : Viết vế 
phải dưới dạng ^sin 2 ^ + cos 2 ^ 

48. b)^ + k2n,^ + k2n. 

6 3 

. A 71 , _ 5rc - _ 

49. - 7 - + k2n , —— + k2n. 

6 6 

50. b) y + &tt, --Ẹ + kn và arctan^- + Ẩ77T 



(HD : Nếu X * ^ + kn, đặt / = tan Jt). 

51. (B). 52. (C). 53. (D). 54. (A). 55. (C).' 
56. (D). 57. (B). 58. (A). 59. (C). 60. (A). 
61. (D). 62. (B). 63. (D). 


CHƯƠNG II 

1. 9. 2. 20. 3. a) 605 ; b) 91 000. 4. a) 256 ; 

b) 24.5.120. 6.336.7. a) - n ~ — ; 

b) n(n - 1). 8. a) 35 ; b) 210. 9. 1 048 576. 

10. 180 000. 11. 252. 12. 15. 13. a) 1365 ; 

b) 2730. 14. a) 94 109 400; b) 941 094 ; 

c) 3 764 376. 15. 196. 16. 126. 

17. -cịẵj2 101 3". 18, 1287. 19. 330 

20. -94 595 072. 21. i + 30x + 405x 2 + 3240 jc 3 . 

22. -C? 5 3 8 2 7 . 23. 3003. 24. 32. 25. c) 0,3 ; 

d) 0,06. 


26. a) 0,5 ; b) 0,25. 11. a) — ; b) II ; c) . 

28. b)P(A)=^ ;c)P(B)=|i ;P(C)=-^. 

29. Ậ * 0,016. 30. a) ậ- * 0,029 ; 

^20 H99 


b) 0,0009. 31. ^.32. §. 33 . I 

34. a)ị;b)Ị;c)|. . 

35. a) 0,384 ; b) 0,488. 36. a)ị ; b) —. 

8 64 


37. (0,8) 10 * 0,1074. 38. ~~ . 39. a) Không 
xung khắc ; b) Không độc lập. 40. n = 6. 

41. ị -. 42. ^. 43. Có. 44. 

36 216 


X 

0 

1 

2 

3 

p 

0,125 

0,375 

0,375 

0,125 


45. a) 0,35 ; b) 0,85. 46. 0,35. 47. E(X) = 1,5 ; 
V(X) = 0,75 ; G(X ) « 0,87. 48. E(X) = 2,05 ; 


vợo « 1,85 ; ơ(X ) » 1,36 ; 49. E(X ) = 1,85 ; 
V(X)» 2,83 ;ơ(3f)» 1,68. 50. 


X 

0 

1 

2 

j 3 

p 

1 

0,5 

0,3 

1 


6 

30 


51. a) 0,8 ; b) 0,2 ; c) 2,2. 52. a) 0,72 ; b) 0,27. 
53. BX ) = 1,875 ; V(X) » 0,609 ; o(X ) «0,781. 


54. EịX ) ='18,375 ; VỢT)» 5,484 ; o(X ) « 2,342. 

55. 168. 56. 24. 57. a) 512 ; b) 315. 58. 126. 

59. a) 12 650 ; b) 13 800. 60. cj 7 3 8 2 9 , 

61. a) 0,334 ; b) 0,2. 62. -ị- . 

'-'52 


C 5 o 

63. 1 « 0,341, 64. 0,96. 

Qị 2 

65. a) 0,992 ; b) 0,08. 66. a) 0,9 ; b) 0,9. 

67. a) 


X 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

p 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


12 

6 

4 

6 

6 

12 

12 


b) E(X) = 7,75. 


68. a) 


X 

0 

1 

2 

3 

p 

4 

35 

18 

35 

12 

35 

1 

35 


b) E(x) = I ;V(X)*0,49. 

69. C). 70. Á). 71. B). 72. B). 73. B). 
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CHƯƠNG III 


11. u„ +1 = Ậu n - 1) 2 + 1. 12. Gợi ý : 

Chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 
13. a) Tăng ; b) Giảm ; c) Giảm. 14. Gợi ý : 
Viết lại công thức xác định u n dưới dạng : 

2 5 _ _ 

u„ = ^ + ————— . 20. Gợi ý : Tìm côtig 
" 3 3(3 n + 2) ô 

thức của sô' hạng tổng quát u n . Đáp số : Công 

sai d = ~ . 22. 11 ; 14 ; 17 ; 20 ; 23. 25. Công 

sai d = -3 và M„ = 5 -3rt. 27. 690. 28. 30° ; 

60°;90°. 31.Kị = -|. 32.2; 1 ;| 

34. u n = -5. (-3)"~ 3 . 35. * 2,22.10 ~ 15 gam. 

36. a) 59 040; b) 37. 24°; 48°; 96°; 

192°. 39. X = - 6 , y = -2. 40. q = -2. 41. q = -2. 
. 16 64 148 148 148 ,, 

3 9 27 27 27 7 

Sử dụng phương pháp quy nạp. 45. Gọt ý : Sử 
dụng phương pháp quy nạp. 51. a) «2 = 8500, 
«3 = 9000, v 2 = 6420, v 3 = 6869,4 ; 

b) u n = 7500 + 500n , v„ - 6000 . (1,07)" ■ 1 ; 

c) Cơ sở B ; d) Cơ sở A. 52. a) Sai ; b) Sai ; 
c) Đúng. 53. (B); 54. (B). 55. (A). 56. (Q. 57. (D). 

CHƯƠNG IV 


4 21 289 

9. a)^; b) ^; c) =£-. 10. a) p n = nR ; 

9 99 900 Fn 

s n = ỉ b ) ỈÌm Pn = nR’ lỉmS n - °- 

1 2 

11. a) -00 ; b) +00 .12. a) -00 ; b) +00 . 

13. a) +00 ; b) +00 .15. a) +00 ; b) -bo . 

16. a) 0 ; b) +00 ; c)~-,á) 

17. a) +GO ; b) +00 ; c) -00 ; d) + 00 . 18. a) —; 

b) +00 ; c) +00 ; d) 0 ; e) +00 ; f) 19. Mị = 1; 
2 

q = - . 20. a) +00 ; 

o _ 4 C.Í 5 Ì 4 ,(sỴA 2 , (SỴ4Ỵ- 1 

b)S ’ “3 S+ tte + 3 9 + - + 3 9 


với s = 


a 2 yỊ 3 


2 V 3 2 


; limS = —~a . 21. a) -5 ; 
4 5 


1. a) HD. 


(- 1 )" 


n + 5 


< — với mọi n. 
n 


2. HD. |v„| < với mọi n. 5. a) 2 ; b) -1 ; c) 1 ; 
n 

d) 1. 6. a) b) 0 ; c) 0; d) 1. tìD : Chia cả tử 
và mẫu của phân thức cho 4" . 7. a) HD. 

1) 0 VỄ 

a 2 yj 3 


v n+1 = ^v„vớỉ mọi n ; b) ^. 8. a) 0 vàO ; b) 


Pị + P2 + — = 3 a; Sj + S 2 + ... = 


12 


b) 22. a) 0,0, 1 và 0; b) không tồn tại. 

23. a) 37 ; b) 0 ; c) -1 ; d) e) 1 ; f) >/ 3 . 

54 

24. a) 0 ; b) 2 ; c) |;d) 25.a)|;b)0. 

26. a) 0 ; b) 10 ; c) +00 ; d) -00. 27. a) 1 ; b) -1 ; 

J _ _ _ IX s 

c) Không tồn tại. 28. a) -2; b) 0; c) 0 ; d) 

6 

29. 3 ; 3 và 3. 30. a) 5 ; b) Ị; c) ~; d)2 ;e) 3; 

8 2 

f) 3 .31.a) -—Ịỵ- ;b)9;c)-16;d) 1.32.a) 1;b)2; 

c) ; d) 0. 33. 5 ; 3 ; Không tổn tại. 34.. a) -00 ; 

b) +00. 35. a) +00 ; b) -00 ; c) -co ; d) -00. 
36. a) +00 ; b) +CO. 37. a) -00 ; b) -00. 38. a) 3 

b) -00 ; c) +00 ; d) 0. 39. a) 0 ; b) 40. a) 0 

b) 1. 41. a) 0 ; b) 0. 42. a) +00 

b) 12 ; c) ị ; d) \ ; e) +00 ; f) - 00 . 43. a) 

6 4 2 

b) — ; c) +00 ; d) ị ■ 44. a) -V 2 ; b) -2 ; 
lo 0 
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c) -GO ; d) +00. 45. a) +00 ; b) i ; c) 0 ; d) +00. 
55. a) +00 ; b) ; c) -00 ; d) +00. 56. a) +00 ; 

b) -ỉ 57. á) |;b)81. 

58. Ỉ.HD. Ujì =l--±-. 59. a) I ; b) -1 ; 

c) +00 ; d) +00 ; e) 0 ; f)60./liên tục trên 

R . 61. m = -ị. 63. a) (B) ; b) (C) ; c) (A) ; 

d) (B). 64. a) (D) ; b) (C) ; c) (C) ; d) (C). 
65. a) (B) ; b) (D) ; c) (B). 66. a) (C) ; b) (D) ; 

c) (A). 67. a) (C) ; b) (D) ; c) (Á). 68. a) (B) ; 
b) (B) ; c) (D). 69. a) (A) ; b) (B) ; c) (C) ; 

d) (C). 70. a) (C); b) (D) ; c) (B). 71. (B). 

CHƯƠNG V 


18. a) 2x(x 6 + l)(7x 6 + 1); b) 4x(-3x 2 + 1); 

—2(x 2 + 1) , —5x 2 + 6x + 8 

c (x 2 - l) 2 ’ (X 2 +X + l) 2 ; 

e) ^ --- t g;f)2(9, 2 +x-l). 

(X + l ) 2 

19. a) 32(x -x 2 ) 31 (l - 2x) ; b) „ 3 ; 

2xvx 


2yj(ỉ - xý 


ka 2 -x 2 Ý 


20. X < 0 hoặc X > 3 ~ 2 ~ • 21. a) x < 0 hoặc 

x> 2 ; b) 1 - yÍ2 <x< 1 +V2. 

22. a) Xj « 5,162; x 2 « -1,162 ; b)jfj = 1 ; 
x 2 «3,449; x 3 « -1,449. 

-2x 2 -6x + 25' un -5(2x-ỉ) 

23. a) —-— —? ; b) ——-— 

(x 2 -5x + 5) 2 (x 2 - X + l) 6 

c) ^ x + 2 'k* ’ 2(jr + 2) (x+ 3) 2 (3x 2 +1 lx + 9); 


I. a) 3 ; b) -0,19. 2. a) 2 ; b) 5. 3. a) a ; 
b) ax ữ . 4. a) 5 ; 4,1 và 4,01. b) 4. 

5. a) y = 3x + 2; b) y = 4(3x - 4); c) y = 3x ± 2. 

6. a) 49,49 m/s ; 49,049 m/s và « 49,005 m/s ; 
b) 49 m/s. 

7. /X-1) = 5 \f'{~2) = 80 ;/,'(2) = 80. 

8. a) 2ứx; b) 3X 2 (Vx e R). 

9. a) -- với x^~ ; b) — 7- .— với 

(2x - 1) 2 2 2v3 - X 

x<3.10. a)/'(3) = 27, /'(-4) = 48 ; 

b) /'0)=i;/'(9) = |' 

II. a) Mệnh đề sai ; b) Mệnh đề đúng. 12. 
/'(x 1 )<0;/ , (x 2 ) = 0;/ , (x 3 )>0. 

14. b) Không tồn tại/'(0); c) Mệnh đề sai. 

15. Hàm số gián đoạn tại Xị và x 3 , liên tục tại x 2 
và x 4 ; có đạo hàm tại x 4 vầf '(x 4 ) = 0. 

16. a) -1 ; b) 10 ; c) 8. 

17. a)5x 4 -12x 2 + 2 --~ ;b)-2x 3 + 2x -ị ; 

2Vx 3 

c) X 3 - X 2 + X -1 ; d) . 

a + b 



24. a) y = 2x - 1; b) ỵ = - ^ tì . 25. _y = ± 2x - 1. 

26. Xq « 0,4142 ; Xị « 0,7321 ; x 2 = 1 ; 
x 3 « 1,2361. 27. í = 20s ; y(20) = 1960m. 


28. a)| ; b) ì;c)-l. 

_ 2 

29. a) 5cosx + 3sinx; b) (2x - 3)cos(x - 3x + 2); 

. sin^x +1 0 _ . 

c)- ■ ■ -— ; d) 2(4cos 8x - cos 2x); 

V2x + 1 

2 . _ sin2x 

e) ----— ; f)- f== ■ 

(sinx-cosx) V cos2x 




b) — -ị=Â — (l+cot 2 (x 2 +1)); 

Vx 2 +1 

. 3sin 2 x 2 '12 

c) —-7- ttt~ d ) ; 

cos X sin 2x sin 6x 
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e) —2— ẽ==^== ’ 
cos XV l + 2tanx 


f) cotx- 


sin 2 -x 


33. a) (xcosx - sinx) 
b) 


sin 2 X 


sin 2* 2 sin 2 x(l + tan 2 2x) 


1 + tan2x 
cosx 

cos 2 (sinx) 


;d) 


(1 + tan2x) 
sin 2(x 2 -1) - 4x 2 
2sin 2 (x 2 -1) 


. 2sin Vĩĩ - 8x _ 2sịn3x + 3xcos3x 
e) - ; v ■■■- ;f)- 


Vĩt - 8x 


2Vsin3x 


34. -K 2 . 


_ m . 71 , — 71 , _ / 71 - _ 

35. a) -^ + Ấ:2n ; —- + k2% ; + k2ĩi ; 

2 6 6 

1 Ti 4 

b) — (« + ^-+ k2ft) trong đó cosa = — và 

- '3 
sina= —. 

. n , 7t , _ 5ti , _ 71 , Tt 

c) Y + kn ; ^ + ấ:2tĩ ; ^r- + &2 tĩ ; d) ^ + . 

36. X = “(ic + 4+&27ĩ) . 37. « 31,41593 mA. 

16 

38. a) m -■ -1; b )m = ~Ệ - 2 .39. -0,01;-0,001. 
V2-1 


40. a) — —-—pr dx ; b) (sinx + xcosx)dx ; 

2{a + b)4x 

c) (2x + sin2x)dx; d) —-- in 4 x ỏx. 

cos 4 X 

41. a) « 1,0005 ; b)» 0,998 ; c) « 0,7009. 

42. a) 24 - 16cos2x ; b) -16sin2x. 


c) / '(X) = 6(x +10) 5 ; / "(x) = 30(x + 10) 4 ; 
/'"(x) = 120(x + 10) 3 ;/ (4) (x) = 360(x + 10) 2 ; 
f (5 \x) = 720(x + 10) ;/ í6) (x) = 720 ;/ (n) (x) = 0 
(Vn > 7). 

44. a) a(4) = 32 m/s 2 ; b) a (1) = 14 m/s 2 . 


x , 6(2cos 4 3x + 1 - 2cos 2 3x) , 

45. a) d}> - r— —— T -dx • 


sin 3 3xcos 3 3x 


b)dy= - 


sin4x 


Vcos 2 2x +1 


dx . 


46. a) « 0,222 ; b) « 0,566. 

47. a) / \x) = 1 + tan 2 *; / "(x) = 2tan* (1 + tan 2 *); 


p\x) = 2(1 + tan 2 *) 2 + 4tan 2 x (1 + tan 2 *). 

49. a) 2x + 5x 2 - ; 

\Ỉ2x 


b) 


X 2 - 2x + a 2 


(X-ỈỴ 


3. , 2 • . 

—; c) X sinx ; 


d) 2 


( sinx 


Vcos 3 x cos 2 X 2 


51. a) -cosx ; b) 128cos4x - 648cos6x ; 

c) y = -5(4 - x) 4 ; y” = 20(4 - x) 3 ; /’ = -60(4 

- X ) 2 ; y (4) = 120(4 - x) ; y (5) = -120 ; y (n) = 0 

^ ^ (-1 ) n .n\ ■ (-1)” n\2 n _ 

(Vn > 6) ; d) ' “ị ĩ e) ■ 


n +1 


(2 + x) (2x + IỴ 

f) (-1)".2 2 " -1 . cos2x . 

52. « - 0,0059. 53. a) y = 2(4x - 3) và y 
= -2(4* + 3) ; b) y = -1 ; c) ỵ = 2(4x - 3) ; 


d) y = 2(4x - 3) vày = - 2(4x + 3). 

54.(14). 55. ^;=^-1^-1 


56. y = -x-ì . 57. a)-9 m/s; b) 12 m/s 2 ; 

c) 12 m/s 2 ; d)-12 m/s. 

58. a) đúng ; b) sai; c) sai. 59. (A). 60. (C). 

61. (B). 62. (D). 

63. a) cot Vx ; b) (cosx + sin x)" ; c) y = tan« 
và u = 3x; d) y = Vũ và u - cosx. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 

1. a)sin^ = ịV2 - V2 ; 
cos| = ^Ịĩ + V2 . 
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b) c = >/4 - 2 V 2 

2. + &7Ĩ 
6 

3. a) -2 V 2 ; b) 4; c) 4 - 2 V 2 . 

4. a)x=| + /:f; 

I s 7C I 7C . ít ._ 

b) x= -Ị + k~,x = ±-ị + kn ; 


■ 7t 

c) x = k-ị. HD : cos 3 jc = cos Oc + 2x); 

d) A' = 77- + Ẩ: 7T ; X - kn. 

8 2 


5. a) X = ± a - 40° + £360° với cosư = 

c) X 5 : -^ + ấ:jĩ, = arctan 2 + kn . 

6. a) X = kln. HD : Đặt V =—ỉ— . 

cos X 

u t 

b) * = n + k2ĩt, X = -7 + kn. 

4 

rm 2,. 1 - cos 2 X 

1 - sin 2 X 


c) X- 


kn 


7. a) 3! = 6 trường hợp. b) 18 trường hợp. 


8 . 


n(n - 1) 


9. a) = - 

c 


1 ' 6.7 _ 7 


'16 


'16 


1_ 

20 ’ 


bì c|_ = J_ . 6.7.3 = _9_ 

j cí 560 ’ 560 40 ■ 

v '16 

10. a) 5,96 ; b) 48.5,96 = 286,08. 

11. b) HD : Chứng minh bằng quy nạp. 

12. a) Chứng minh bằng quy nạp; 
b) HD : 2 2{h+1)+ì > 2 2n+ỉ ; 

13. a) u„ = 7 - 2n ; b) s 10 0 = -9400. 

14. a) u„ = 2 . 3”" 1 ; b) S |0 = 3 10 - 1. 


15 . (*; y) = (3 ; 1), (x ; y) =Ị-ýj ; - ^ j . 

16. a) 1 ; b) 0 ; c) +OŨ ; d) -|. 17. a) +00 ; 

b) -00 ; c)~; d) 1. 18. «1 = 12 ; q= — hoặc 

«i = 3;ộ=|. 19. a) 2 ; b)~; c) 1 ; d) 0 ; 
e) -00 ; f) V 2 ; g) +00 ; h) 0 ; i) 2. 

20. HD : Do tính liên tục của hàm số 
f(x) - X + ax + bx+ c 


và lim J[x) - + 00 , lim f{x) = - 00 . 

2ax 3 +bx 2 -c 
21. a)—-—Y—; 

(a + b)x 2 

b)l Ỳ-s +ĩ ĩi x2+ s 


c) X 2 (3 cos 2 X - X sin 2 jc) ; d) 


Y 

xcos 




\fĩ+x 2 


e) 


* 2 -l 


2x 2 cos 2 1 X + — I Jl + tan 

X 


r 1 
JC + — 


22. a) m = ; b) m < 0 ; c) m > Y. 

ỏ i 

7t 

23. a) X = K + k2n ; X = ± -ị + k2n ; 

,2n _ 2a 2 n M _- 

b) X = k~ ; X = ——+ k~ với tanar= 2. 

3 3 3 

1-2 

24. a)y = —-x + ^ ; 

a 2 a 

b) HD : I{2a ; 0), /(0 ; . c) S 0lJ = 2 (đơn 

vị diện tích). 25. -4 < JC < 8. 
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BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


THUẬT NGỮ 

mssm 

Bảng phân bố xác suất 

87 

Biến cố 

70 

Biến cố chắc chắn * 

71 

Biến cố độc lập 

81 

Biến cố đối 

79 

Biến CỐ không thể 

71 

Biến cố xung khắc 

78 

Biến ngẫu nhiên rời rạc 

86 

Cấp số cộng 

110 

Cấp số nhân 

116 

Chỉnh hợp 

58 

Công bội 

116 

Công sai 

110 

Công thức nhị thức Niu-tơn 

64 

Dạng vô định 

163 

Dãy số 

101 

Dãy số bị chặn 

104 

Dãy số bị chặn dưới 

104 

Dãy số bị chặn trên 

104 

Dãy số có giới hạn hữu hạn 

131 

Dãy số có giới hạn 0 

129 

Dãy số có giới hạn +00 

139 

Dãy số có giới hạn -00 

139 

Dãy sô' có giới hạn vô cực 

139 

Dãy số giảm 

104 

Dãy số hữu hạn 

102 

Dãy số không đổi 

109 

Dãy số tăng 

104 

Dãy số vô hạn 

101 

Đạo hàm cấp cao 

218 
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Đạo hàm cấp hai 

216 

Đạo hàm cấp một 

216 

Đạo hàm của hàm số họp 


Đạo hàm của hàm số tại một điểm 

185 

Đạo hàm của hàm số trên một khoảng 

. 189 

Độ lệch chuẩn 

89 

Đường hình sin 

7 

Đường tiệm cận (của đồ thị hàm số y = tan X, y = cot X ) 

12 

Gia tốc tức thời 

217 

Giả thiết quy nạp 

98 

Giao của hai biến cố 

81 

Giao của k biến cố 

81 

Giói hạn vô cực của hàm số tại một điểm 

147 

Giới hạn của hàm số tại một điểm 

145 

Giới hạn của hàm số tại vô cực 

147 

.. sinx 

Giới hạn lim,—— 

X — >0 X 

153, 206 

Giới hạn một bên 

155 

Giới han bên phải 

155 

Giới hạn bên trái 

156 

Hàm số có đạo hàm trên một khoảng 

189 

Hàm số hợp 

201 

Hàm số liên tục 

168 

Hàm số liên tục tại một điểm 

168 

Hàm số liên tục trên một đoạn 

169 

Hàm số liên tục trên một khoảng 

169 

Hàm số liên tục trên một nửa khoảng 

170 

Hàm số tuần hoàn 

13 

Hàm số tuần hoàn vói chu kì T 

13 

Hàm số trung gian 

201 
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Hệ thức truy hồi 

■■HBI 

Hoán vị 

56 

Hợp của hai biến cố 

78 

Hợp của k biến cố 

78 

Kết quả thuận lợi cho biến cố A 

71 

Không gian mẫu 

70 

Kì vọng 

88 

Phép.thử ngẫu nhiên 

70 

Phương pháp quy nạp toán học 

97 

Phương sai 

89 

Phương trình bậc nhất đối với sin* và cos* 

35 

Phương trình lượng giác cơ bản 

19 

Phương trình thuần nhất bậc hai đối với sin * và cos * 

37 

Phương trình tiếp tuyến 

187 

Quy tắc cộng 

52 

Quy tắc cộng xác suất 

78 

Quy tắc nhân 

53 

Quy tắc nhân xác suất 

81 

SỐ gia của biến sô' 

185 

SỐ gia của hàm số 

185 

SỐ hạng của dãy số 

101 

SỐ hạng tổng quát của dãy số 

103 

Tam giác Pa-xcan 

66 

Tiếp điểm 

187 

Tiếp tuyến 

187 

TỔ hợp 

59 

Vận tốc tức thời 

188 

Vi phân 

213,215 

Xác suất của biến cố 

71 
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